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Исследована возможность существования ламинарного хаоса в связанных системах с запаздывающей

обратной связью. Рассмотрены случаи однонаправленной и взаимной связи систем с запаздыванием. Впервые

показано, что ламинарный хаос может существовать не только в системе с переменным временем задержки,

но и в системе с постоянным временем задержки, если она связана с системой, находящейся в режиме

ламинарного хаоса.
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Наличие запаздывающей обратной связи типично для

многих систем различной природы [1,2], что обусловли-

вает большой интерес к исследованию систем с запазды-

ванием в самых разных областях науки [3,4]. При этом в

большинстве работ по изучению систем с запаздыванием

рассматривается случай постоянного времени задержки.

Однако исследование систем с переменным временем

задержки представляет не меньший интерес, поскольку

на практике задержка может флуктуировать в силу

самых разнообразных причин [5,6], что существенно

усложняет динамику системы [7,8]. Модуляция времени

задержки оказывается полезной для ряда прикладных за-

дач. Например, использование хаотических генераторов

с переменным временем задержки в системах передачи

информации позволяет повысить их конфиденциаль-

ность [9,10] по сравнению с системами связи на основе

хаотических генераторов с запаздывающей обратной

связью, имеющих постоянное время задержки [11,12].

В системах с переменным временем задержки недавно

был обнаружен новый тип хаотического поведения,

который был назван ламинарным хаосом [13]. Такой

тип поведения характеризуется чередованием различ-

ных ламинарных фаз, в течение которых динамическая

переменная остается практически постоянной, а при

переходе из одной ламинарной фазы в другую ее значе-

ние меняется хаотически. Существование ламинарного

хаоса было продемонстрировано не только на численных

примерах, но и в экспериментальных системах: опто-

электронном генераторе с изменяющимся во времени за-

паздыванием [14], электронном генераторе с переменной

задержкой [15] и радиотехническом генераторе с запаз-

дывающей обратной связью, время задержки которого

модулируется внешним гармоническим сигналом [16].
До сих пор явление ламинарного хаоса наблюда-

лось только в одиночных автоколебательных системах

с запаздыванием при определенных условиях изменения

времени задержки [13–17]. В настоящей работе мы впер-

вые показали, что ламинарный хаос может существовать

не только в системе с переменным временем задерж-

ки, но и в системе с постоянным временем задержки,

если она связана с системой, находящейся в режиме

ламинарного хаоса.

Рассмотрим систему с запаздыванием, которую в от-

сутствие связи с другими системами можно представить

в виде кольца, состоящего из трех элементов (нелиней-
ного, инерционного и задержки), и описать следующим

дифференциальным уравнением первого порядка с за-

паздыванием:

εẋ(t) = −x(t) + f
(

x(t − τ )
)

, (1)

где ε — параметр, характеризующий инерционные свой-

ства системы, τ — время задержки, f — нелинейная

функция. В системе (1) время задержки является по-

стоянным. При соответствующем выборе нелинейной

функции (например, квадратичной или синусоидальной)
система (1) демонстрирует при τ ≫ ε хаотические ко-

лебания динамической переменной x(t) [1]. Поскольку

во временно́й реализации x(t) при этом отсутствуют

ламинарные участки, на которых x(t) остается постоян-

ной, такие хаотические колебания были названы в [13]
турбулентным хаосом.

При периодически изменяющемся времени задержки

τ (t) = τ0 + τm sin(2πνt), (2)

где τ0 — среднее значение времени задержки, τm —

глубина модуляции времени задержки, а ν — частота

модуляции, система будет описываться уравнением

εẋ(t) = −x(t) + f
(

x
(

t − τ (t)
)

)

(3)

и может демонстрировать качественно другой тип хаоти-

ческой динамики, названный ламинарным хаосом [13,14],
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Рис. 1. a — блок-схема двух однонаправленно связанных систем с запаздыванием. Элементы, обозначенные τ1(t) и τ2, f 1 и f 2,

ε1 и ε2, обеспечивают соответственно задержку, нелинейное и инерционное преобразования колебаний, а элемент k определяeт

величину однонаправленной связи. b и c — временны́е реализации колебаний x(t) (1) и y(t) (2) при k = 0 и 0.55 соответственно.

при котором реализация x(t) имеет горизонтальные

плато.

Рассмотрим теперь две системы с запаздыванием,

из которых одна имеет постоянное время задержки

и находится в режиме турбулентного хаоса, а другая

имеет переменное время задержки и находится в ре-

жиме ламинарного хаоса, и свяжем эти системы между

собой. Системы с запаздыванием могут быть связаны

между собой различными способами, которые отлича-

ются не только типом связи (линейная, диффузионная,
запаздывающая), но и тем, в какую точку кольцевой

системы с запаздыванием подается сигнал от другой

системы [18]. Так, в систему, описываемую уравнением

(1), сигнал связи можно подать между инерционным эле-

ментом (фильтром) и линией задержки, между линией

задержки и нелинейным элементом, между нелинейным

элементом и фильтром. Каждый из этих случаев будет

описываться своим уравнением [18].

На рис. 1, a приведена блок-схема двух однонаправ-

ленно связанных систем с запаздыванием (1) и (3) для

случая, когда сигнал диффузионной связи подается на

ведомую систему между нелинейным элементом и филь-

тром. При таком способе связи ведущая система опи-

сывается уравнением ε1ẋ(t) = −x(t) + f 1

(

x
(

t − τ1(t)
))

,

а ведомая система — уравнением

ε2ẏ(t) = −y(t) + f 2

(

y(t − τ2)
)

+ k
(

x(t) − y(t)
)

, (4)

где k — коэффициент связи.

Параметры ведущей и ведомой систем были

выбраны следующими: τ1(t) = 1 + 0.2 sin(2πt),
τ2 = 1, ε1 = ε2 = 0.03, f 1 = λ1 − x2, f 2 = λ2 − y2,

где λ1 = λ2 = 1.82 — параметры нелинейности, шаг

интегрирования 1t = 0.01. На рис. 1, b приведены

временны́е реализации колебаний x(t), соответствующие

режиму ламинарного хаоса, и колебаний y(t) при

k = 0, соответствующие режиму турбулентного хаоса.

С увеличением силы связи режим турбулентного хаоса

в ведомой системе начинает разрушаться. Во временно́й

реализации y(t) появляются участки ламинарного

хаоса, длительность которых растет с ростом k . На

рис. 1, c приведены временны́е реализации колебаний

x(t) и y(t) при k = 0.55. Видно, что горизонтальные

участки в реализации y(t) короче, чем в реализации

x(t). Кроме того, в ведомой системе при k = 0.55

участки ламинарного хаоса во временно́й реализации

y(t) перемежаются с участками турбулентного хаоса,

которые не показаны на рис. 1, c. Коэффициент

корреляции R между ведущей и ведомой системами

равен 0.82 при k = 0.55. При дальнейшем увеличении

силы связи колебания x(t) и y(t) становятся все более

схожими между собой, и при k > 1 они становятся

практически идентичными, т. е. происходит полная

синхронизация ведущей и ведомой систем. Коэффициент

корреляции R при этом близок к единице.

Рассмотрим более сложный случай взаимной связи

систем с запаздыванием. На рис. 2, a приведена блок-

схема двух взаимно связанных систем с запаздыванием
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Рис. 2. a — блок-схема двух взаимно связанных систем с запаздыванием. Элементы, обозначенные τ1(t) и τ2, f 1 и f 2, ε1 и ε2,

обеспечивают соответственно задержку, нелинейное и инерционное преобразования колебаний, а элементы k1 и k2 определяют

величину связи между системами. b и c — временны́е реализации колебаний x(t) (1) и y(t) (2) при k1 = k2 = 0.1 и 0.8

соответственно.

(1) и (3) для случая, когда сигнал диффузионной связи

подается на обе системы между фильтром и линией за-

держки. При таком способе связи системы описываются

уравнениями

ε1ẋ(t) = −x(t) + f 1

(

x(t − τ1(t)
)

+ k1

[

y
(

t − τ1(t)
)

− x
(

t − τ1(t)
)]

)

,

ε2ẏ(t) = −y(t) + f 2

(

y(t − τ2)

+ k2

[

x(t − τ2) − y(t − τ2)
])

, (5)

где k1 и k2 — коэффициенты связи. Параметры обе-

их систем выбраны такими же, как в рассмотренном

выше случае однонаправленной связи, поэтому при

k1 = k2 = 0, временны́е реализации колебаний x(t) и

y(t) имеют такой же вид, как на рис. 1, b, т.е. первая

система находится в режиме ламинарного хаоса, а

вторая — в режиме турбулентного хаоса. На рис. 2, b

приведены временны́е реализации колебаний x(t) и y(t)
при k1 = k2 = 0.1. При такой силе связи наблюдается

заметное изменение колебательных режимов в обеих

системах по сравнению со случаем отсутствия связи.

Случай сильной связи (k1 = k2 = 0.8) представлен на

рис. 2, c, на котором обе системы демонстрируют лами-

нарный хаос и синхронизованы между собой.

Итак, нами впервые показано, что ламинарный хаос

может существовать в системе с постоянным временем

задержки, если она связана с системой, находящейся в

режиме ламинарного хаоса. Таким образом, ламинарный

хаос можно получить не только с помощью модуляции

времени задержки, но и за счет введения связи между

системами с запаздыванием.
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