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Аннотация. Исследование сложной коллективной динамики в сетях связанных осцилляторов и управление ею является актуальной
задачей для многих научных дисциплин. Объектом исследования в работе являются мультиплексные сети, содержащие три связанных
между собой кольца, каждое из которых состоит из связанных идентичных бистабильных осцилляторов с запаздыванием. Рассмотрены
случаи однонаправленных и взаимных, изменяющихся во времени связей между кольцами (слоями) сети. Управление коллективной
динамикой в трехслойных сетях проведено в радиофизическом эксперименте, где в качестве узловых элементов сети использованы
радиотехнические генераторы с запаздывающей обратной связью. Для реализации связей между генераторами сети использован под-
ход, при котором связи в экспериментальной установке задаются программным образом. Управление химерными состояниями в сети
реализовано за счет соответствующего выбора начальных условий для бистабильных генераторов и изменения топологии связеймежду
слоями сети. Показано, что при сильной однонаправленной связи между слоями сети химерное состояние копируется из слоя в слой
за счет явления вынужденной синхронизации. При двунаправленной связи между слоями сети можно наблюдать как явление кло-
нирования химерного состояния, так и разрушение химерных состояний в зависимости от выбора начальных условий бистабильных
генераторов.
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Abstract. Background andObjectives: The study of complex collective dynamics in networks of coupled oscillators and its control is an important
task for many scientific disciplines. Networks of nonlinear oscillators are capable of demonstrating a wide variety of spatiotemporal regimes
of collective dynamics. One of these regimes is a chimera state that occurs in networks of identical oscillators and is characterized by the
simultaneous existence in the network of both oscillators performing synchronous oscillations and oscillators with asynchronous behavior. The
object of study in this paper is chimera states in multiplex networks consisting of three coupled rings, each of which consists of coupled identical
bistable time-delay oscillators. Materials and Methods: The cases of unidirectional and mutual, time-varying couplings between rings (layers)
of the network are considered. The control of collective dynamics, including chimera states in three-layer networks, was carried out by us in a
radio physical experiment, in which radio engineering generators with time-delayed feedback were used as the node elements of the network.
Each generator was a ring system consisting of a delay line, a nonlinear element, and a first-order low-frequency RC-filter. To implement the
couplings between the network generators, an approach was used in which the couplings in the experimental setup are set programmatically.
The control of chimera states in the network is implemented by an appropriate choice of initial conditions for bistable generators and by changing
the topology of couplings between network layers. Results: It has been shown that at strong unidirectional coupling between the layers of the
network, the chimera state is copied from layer to layer due to the synchronization of driven generators. At bidirectional coupling between the
layers of the network, one can observe both the phenomenon of cloning of chimera states and the destruction of chimera states, depending on
the choice of initial conditions for bistable generators. Conclusion: The obtained results are useful for better understanding the mechanisms of
emergence of complex regimes of collective dynamics in multiplex networks with switched couplings.
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Введение

Исследование сложной коллективной дина-
мики в сетях связанных осцилляторов и управле-
ние ею является актуальной задачей для многих
научных дисциплин [1–4]. Было обнаружено,
что сети связанных нелинейных осцилляторов
способны демонстрировать большое разнообра-
зие пространственно-временных режимов кол-
лективной динамики. Одним из таких режимов
являются химерные состояния, возникающие
в сетях идентичных осцилляторов и характеризу-
ющиеся одновременным существованием в сети
как осцилляторов, совершающих синхронные
колебания, так и осцилляторов, колеблющихся
несинхронно [5]. Теоретическому и численному
исследованию химерных состояний было посвя-
щено очень большое количество публикаций,
обзор которых приведен в [6].

В последние годы все больший интерес
привлекает изучение не только самого факта су-
ществования химерных состояний в различных
системах, но и изучение взаимодействия химер-
ных состояний между собой. Например, были
обнаружены эффекты синхронизации химерных
состояний в модульных сетях [7] и в многослой-
ных сетях [8–15]. Многослойные сети широко
используются при моделировании различных си-
стем, особенно при моделировании нейронных
сетей головного мозга, которые имеют много-
слойную структуру [16].

Помимо сетей с неизменной архитектурой
и силой связей между элементами большое
внимание исследователей привлекают сети с ди-
намическими, изменяющимися во времени свя-
зями [17]. Такие адаптивные сети, топология
связей в которыхможет перестраиваться, а интен-
сивности связей имеют собственную динамику,
широко распространены в реальном мире. Для
адаптивных сетей характерны такие нелинейные
эффекты, как кластерная синхронизация, муль-
тистабильность и переключательная динамика
[18–20]. Процессы синхронизации, в том числе
химерных состояний, в многослойных адаптив-
ных сетях были исследованы недавно в работах
[21–23].

В мультиплексных сетях, состоящих из двух
кольцевых ансамблей линейно локально связан-
ных бистабильных осцилляторов с переключае-
мыми связями между кольцами, был обнаружен
и численно исследован эффект клонирования хи-
мерных состояний [24, 25]. Этот эффект состоит
в том, что в результате взаимодействия сло-
ев сети в кольце с изначально беспорядочным
распределением фаз формируется копия химер-
ного состояния, наблюдаемого в другом кольце,
с точностью до значений фаз в некогерентной ча-
сти. Явление клонирования химерных состояний
в двухслойной сети генераторов с запаздываю-
щей обратной связью было исследовано нами
в радиофизическом эксперименте [26].
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В данной работе эффект клонирования хи-
мерных состояний впервые исследован, в том
числе экспериментально, в трехслойной сети
осцилляторов с переключаемыми связями. В ка-
честве узловых элементов трехслойной сети ис-
пользованы идентичные бистабильные радиотех-
нические генераторы с запаздывающей обратной
связью. Управление коллективной динамикой
в исследуемой мультиплексной сети реализуется
за счет изменения топологии связей между слоя-
ми сети.

1. Объект исследования

Рассмотрим мультиплексную сеть, содержа-
щую три связанных между собой кольца, каждое
из которых состоит из однонаправленно свя-
занных идентичных бистабильных осцилляторов
с запаздыванием. Структура исследуемой сети
схематически изображена на рис. 1.

Рис. 1. Архитектура мультиплексной сети
Fig. 1. Architecture of a multiplex network

В отсутствие связи между слоями сети ос-
цилляторы в каждом из колец описываются
следующим модельным уравнением:

εẋi, j(t) =−xi, j(t)+ f (xi, j(t − τ))+
+kr (xi+1, j(t)− xi, j(t)) ,

(1)

где x(t) – динамическая переменная, i = 1, . . . ,N –
номер осциллятора внутри кольца, N – ко-
личество осцилляторов в кольце, j = 1,2,3 –
номер слоя (кольца), граничные условия xN+1, j =
= x1, j, ε – параметр инерционности, τ – время
запаздывания, f – нелинейная функция, kr – ко-
эффициент связи между осцилляторами внутри
кольца. Нелинейная функция осцилляторов име-
ет следующий вид:

f (x) = a+b(x−d)− c(x−d)3. (2)

При a = 1.5, b = 2.3, c = 1.78, d = 1.57 осцил-
ляторы являются бистабильными. В отсутствие
связей внутри кольца (kr = 0) в зависимости от на-
чальных условий осцилляторы могут совершать
либо периодические колебания с частотой ν1 ≈
≈1

/
(2τ), либо хаотические колебания с основной

частотой ν2≈ 3
/
(2τ) [27].

Введем теперь связь между кольцами,
составляющими трехслойную сеть. Будем рас-
сматривать два типа связей между слоями
сети – однонаправленные связи и двуна-
правленные (взаимные) связи. Для краткости
обозначим правую часть уравнения (1) как
F (xi, j(t),xi, j(t − τ),xi+1, j(t)). Тогда, в случае одно-
направленных диффузионных связей от первого
кольца ко второму и от второго кольца к третьему,
модельные уравнения имеют следующий вид:

εẋi,1(t) = F (xi,1(t),xi,1(t − τ),xi+1,1(t)) ,

εẋi,2(t) = F (xi,2(t),xi,2(t − τ),xi+1,2(t))+

+km(t)(xi,1(t)− xi,2(t)) ,

εẋi,3(t) = F (xi,3(t),xi,3(t − τ),xi+1,3(t))+

+km(t)(xi,2(t)− xi,3(t)) ,

(3)

где km(t) – коэффициент связи между осцил-
ляторами из соседних слоев сети. В отличие
от постоянного коэффициента связи kr между ос-
цилляторами внутри кольца, коэффициент km(t)
зависит от времени:

km(t) =


0, t < t1
k, t1 ⩽ t < t2
0, t ⩾ t2,

(4)

где параметр k определяет силу связи между сло-
ями сети, а t1 и t2 – моменты времени, когда km(t)
переключатся между 0 и k и между k и 0 соответ-
ственно, меняя топологию связей в сети.

312 Научный отдел



Д. Д. Кульминский и др. Управление коллективной динамикой в многослойных сетях

В случае двунаправленных диффузионных
связей между первым и вторым кольцами и меж-
ду вторым и третьим кольцами динамика осцил-
ляторов описывается следующими уравнениями:

εẋi,1(t) = F (xi,1(t),xi,1(t − τ),xi+1,1(t))+

+km(t)(xi,2(t)− xi,1(t)) ,

εẋi,2(t) = F (xi,2(t),xi,2(t − τ),xi+1,2(t))+

+km(t)(xi,3(t)−2xi,2(t)+ xi,1(t)) ,

εẋi,3(t) = F (xi,3(t),xi,3(t − τ),xi+1,3(t))+

+km(t)(xi,2(t)− xi,3(t)) .

(5)

Мы исследовали трехслойные сети (3) и (5)
в радиофизическом эксперименте, выбрав в ка-

честве узловых элементов идентичные биста-
бильные радиотехнические генераторы с запаз-
дывающей обратной связью. Каждый генератор
представлял собой кольцевую систему, состоя-
щую из линии задержки, нелинейного элемента
и низкочастотного RC-фильтра первого поряд-
ка. Блок-схема такого генератора представлена
на рис. 2, а.

Для таких генераторов переменные xi, j(t)
и xi, j(t − τ) в модельных уравнениях представля-
ют собой напряжение на входе и выходе линии
задержки соответственно, а ε = RC. Линии за-
держки и нелинейные элементы генераторов
были реализованы в цифровом виде на ба-
зе программируемых микроконтроллеров, а RC-

а/а

б/b

Рис. 2. Блок-схемы базового генератора (а) и всей экспериментальной установки (б). Показаны только генераторы
первого и третьего слоя. NI PXI – система ввода-вывода многоканальных данных, ADC – АЦП, DAC – ЦАП

Fig. 2. Block diagrams of the basic generator (a) and the entire experimental setup (b). Only generators of the first and the third
layers are shown. NI PXI is a multichannel input-output system, ADC is an analog-to-digital converter and DAC is a digital-to-

analog converter
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фильтры представляли собой аналоговые элемен-
ты. Аналоговые и цифровые элементы схемы
сопрягались с помощью аналого-цифровых пре-
образователей (АЦП) и цифро-аналоговых пре-
образователей (ЦАП).

Параметры бистабильных генераторов име-
ли значения τ = 1 мс и ε = 0.08 мс. Реализация
требуемого режима колебаний обеспечивалась
выбором начальных условий (2 В либо 0.5 В),
которые задавались при программировании мик-
роконтроллеров как постоянная величина на ин-
тервале времени, равном времени запаздывания
генераторов. В отсутствие связей внутри сети
(kr = k = 0) при начальных условиях, равных
2 В, в генераторе устанавливался периодический
режим колебаний, а начальные условия, равные
0.5 В, принадлежали бассейну притяжения хао-
тического аттрактора.

Каждый из трех слоев построенной нами се-
ти состоял из 4 радиотехнических генераторов,
представленных на рис. 2, а, а вся сеть состояла
из 12 генераторов. Для реализации связей между
генераторами сети был использован подход, при
котором связи в экспериментальной установке за-
даются программным образом [28]. Суть подхода
состоит в том, что сигналы xi, j(t) с выхода каждо-
го генератора подаются на входы многоканально-
го АЦП системы ввода-вывода данных National
Instruments PCI eXtensions for Instrumentation
(PXI) (National Instruments, США) и оцифровыва-
ются для дальнейшей обработки (рис. 2, б). Затем
с помощью программы на LabView (National
Instruments, США) проводится преобразование
этих сигналов, и формируются сигналы Ki, j (t ),
отвечающие за связь генераторов, которые с по-
мощью многоканального ЦАП подаются на вход
каждого генератора (рис. 2, б). Такой подход поз-
воляет задать любую архитектуру и тип связей
между генераторами и изменять связи в ходе экс-
перимента.

Также как и в других работах, посвящен-
ных клонированию химерных состояний [24–26],
в наших исследованиях выполнялось условие
kr ≪k, т. е. сила связей между генераторами внут-
ри кольца была намного меньше, чем сила связей
между слоями сети: kr = 0.01 и k = 0.5. Управ-
лять коллективной динамикой в исследуемых
многослойных сетях можно и при более высо-
ких значениях коэффициента kr, сопоставимых
со значением k, однако при высоких значениях kr

не удается реализовать химерные состояния в ис-
следуемых кольцах, состоящих лишь из четырех
генераторов.

2. Результаты

Рассмотрим сначала случай однонаправлен-
ной связи между слоями сети, при котором сеть
описывается уравнениями (3). Начальные усло-
вия генераторов первого слоя мы выбрали так,
что генераторы с номерами i = 1,2 совершали
синхронные периодические колебания с частотой
вблизи ν1, а генераторы с номерами i = 3,4 со-
вершали несинхронные хаотические колебания
с основной частотой вблизи ν2, т. е. в первом
кольце сети наблюдалось химерное состояние.
Временные реализации всех динамических пере-
менных xi,1(t) приведены на рис. 3, а.

а/а

б/b

в/c

Рис. 3. Экспериментальные временные реализации коле-
баний напряжения xi, j(t) генераторов первого слоя (а),
второго слоя (б) и третьего слоя (в), демонстрирующие ко-
пирование химерного состояния при однонаправленной
связи между слоями. Временные реализации xi,1(t), xi,2(t)

и xi,3(t) показаны одинаковым цветом
Fig. 3. Experimental time series of voltage oscillations xi, j(t)
in the generators of the first layer (a), the second layer (b), and
the third layer (c), demonstrating the copying of the chimera
state at the unidirectional coupling between the layers. Time
series of xi,1(t), xi,2(t), and xi,3(t) are shown in the same color

Отметим, что в радиофизическом экспери-
менте практически невозможно добиться полной
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идентичности аналоговых RC-фильтров в генера-
торах. Поэтому периодические колебания экспе-
риментальных генераторов немного отличаются.
При численном моделировании аналогичной си-
туации временные реализации периодических
осцилляторов полностью совпадают и неразли-
чимы между собой, поскольку модельные осцил-
ляторы абсолютно идентичны.

Начальные условия генераторов второго
и третьего слоев сети были выбраны так, что при
k = 0 все эти генераторы совершали несинхрон-
ные хаотические колебания с основной частотой
вблизи ν2. Временные реализации переменных
xi,2(t) и xi,3(t) приведены на рис. 3, б и 3, в соот-
ветственно.

После включения однонаправленной связи
между слоями сети в момент времени t1 = 0.1 с
наблюдается качественное изменение динамики
хаотических генераторов второго слоя x1,2 и x2,2,
связанных с периодическими генераторами пер-
вого слоя x1,1 и x2,1, соответственно (см. рис. 3, б).
Кроме того, происходит качественное измене-
ние динамики хаотических генераторов третьего
слоя x1,3 и x2,3, связанных с генераторами второ-
го слоя x1,2 и x2,2 соответственно (см. рис. 3, в).
Взаимодействие между слоями сети приводит
к переключению бистабильных режимов в пер-
вом и втором генераторах второго и третьего
слоев с высокочастотного хаотического на низко-
частотный периодический. То есть в результате
вынужденной синхронизации генераторов второ-
го и третьего слоев в этих слоях возникает копия
химерного состояния, существующего в первом
слое. После отключения связи между слоями
сети при t2 = 0.3 с химерные состояния во вто-
ром и третьем слоях сохраняются. Описанный
эффект наблюдается при любых начальных усло-
виях в генераторах второго и третьего слоев сети.

По сравнению со случаем двухслойной сети,
рассмотренным нами в работе [26], увеличение
числа слоев в сети практически не повлияло
на процесс копирования химерных состояний.
В третьем слое химерное состояние устанавли-
вается за то же время, что и во втором слое.
Немного отличается лишь вид переходного про-
цесса во втором и третьем слоях.

Рассмотрим теперь случай двунаправленной
связи между слоями сети, при котором сеть
описывается уравнениями (5). Начальные усло-
вия генераторов первого слоя выберем такими
же, как в рассмотренном выше случае однона-
правленной связи, при котором в первом кольце

существует химерное состояние (рис. 4, а). На-
чальные условия генераторов в других слоях
выберем так, что при k = 0 все генераторы вто-
рого слоя совершают несинхронные хаотические
колебания, а все генераторы третьего слоя совер-
шают несинхронные периодические колебания
(рис. 4, б и 4, в соответственно).

а/а

б/b

в/c

Рис. 4. Экспериментальные временные реализации коле-
баний напряжения xi, j(t) генераторов первого слоя (а),
второго слоя (б) и третьего слоя (в), демонстрирующие
клонирование химерного состояния при двунаправлен-
ной связи между слоями. Временные реализации xi,1(t),

xi,2(t) и xi,3(t) показаны одинаковым цветом
Fig. 4. Experimental time series of voltage oscillations xi, j(t)
in the generators of the first layer (a), the second layer (b), and
the third layer (c), demonstrating the cloning of the chimera
state at the bidirectional coupling between the layers. Time
series of xi,1(t), xi,2(t), and xi,3(t) are shown in the same color

При включении двунаправленной связи меж-
ду слоями сети генераторы разных слоев на-
чинают взаимодействовать. В результате этого
взаимодействия бистабильные генераторы вто-
рого слоя x1,2 и x2,2 переходят из хаотического
режима колебаний в периодический режим, а би-
стабильные генераторы третьего слоя x3,3 и x4,3
переходят из периодического режима в хаотиче-
ский. Таким образом, происходит клонирование
химерного состояния из первого слоя во второй
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и в третий слои. При этом аналогично работам
по клонированию химерных состояний в двух-
слойной сети [24–26] колебания хаотических
генераторов из разных слоев не демонстрируют
фазовую синхронизацию.

В рассмотренном случае трехслойной се-
ти добиться клонирования химерного состояния
оказывается труднее, чем в двухслойной сети
[26]. Во-первых, увеличивается длительность пе-
реходных процессов и во втором, и в третьем
слоях по сравнению со случаем двухслойной се-
ти. Причем, в третьем слое для установления
химерного состояния требуется больше време-
ни, чем во втором слое (см. рис. 4). Во-вторых,
клонировать химерное состояние из первого слоя
во второй и в третий слои можно лишь в том
случае, когда до включения межслойной связи
колебания генераторов второго слоя отличают-
ся от колебаний генераторов третьего слоя. Если
и во втором, и в третьем слоях все генераторы при
k = 0 находятся в периодическом режиме или, на-
оборот, все генераторы находятся в хаотическом
режиме, то при включении межслойной связи хи-
мерное состояние в этих слоях не возникает.

Таким образом, для управления коллектив-
ной динамикой бистабильных генераторов в мно-
гослойной сети важны не только характеристики
связей, такие как топология, направленность,
тип, сила, но и выбор начальных условий для ге-
нераторов. Например, можно задать начальные
условия элементов сети таким образом, что вме-
сто эффекта клонирования химерного состояния
будет наблюдаться разрушение химерного состо-
яния. Такой эффект проиллюстрирован на рис. 5,
на котором приведены временные реализации
всех динамических переменных xi, j(t) для случая
переключаемых двунаправленных диффузион-
ных связей между слоями сети (5).

Начальные условия на рис. 5 выбраны так,
что при k = 0 генераторы x1,1 и x2,1 в первом слое
и генераторы x1,3 и x2,3 в третьем слое соверша-
ют синхронные низкочастотные периодические
колебания, а генераторы x3,1 и x4,1 в первом
слое и x3,3 и x4,3 в третьем слое совершают
несинхронные высокочастотные хаотические ко-
лебания, т. е. в первом и третьем слоях сети
наблюдаются химерные состояния. Начальные
условия генераторов второго слоя таковы, что все
они совершают несинхронные высокочастотные
хаотические колебания при k = 0.

После включения взаимной связи между
слоями периодические генераторы первого и тре-
тьего слоев переходят в хаотический режим,

а/а

б/b

в/c

Рис. 5. Экспериментальные временные реализации коле-
баний напряжения xi, j(t) генераторов первого слоя (а),
второго слоя (б) и третьего слоя (в), демонстрирующие
разрушение химерных состояний при двунаправленной
связи между слоями. Временные реализации xi,1(t), xi,2(t)

и xi,3(t) показаны одинаковым цветом
Fig. 5. Experimental time series of voltage oscillations xi, j(t)
in the generators of the first layer (a), the second layer (b),
and the third layer (c), demonstrating the destruction of the
chimera states at the bidirectional coupling between the layers.
Time series of xi,1(t), xi,2(t), and xi,3(t) are shown in the same

color

и химерные состояния в первом и третьем
слоях сети разрушаются (см. рис. 5), причем ха-
отические колебания генераторов оказываются
не синхронизованы между слоями.

Следует отметить, что представленные
в этом разделе результаты, иллюстрирующие
управление в радиофизическом эксперименте
коллективной динамикой в трехслойных сетях,
находятся в хорошем соответствии с результата-
ми проведенных нами численных исследований
модельных уравнений (3) и (5).

Заключение
Экспериментально исследованы различные

пространственно-временные режимы коллектив-
ной динамики в многослойных сетях бистабиль-
ных радиотехнических генераторов с запаздыва-
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нием, связанных переключаемыми связями. По-
казано, что при сильной однонаправленной связи
между слоями сети химерное состояние копиру-
ется из слоя в слой за счет явления вынужденной
синхронизации. Этот эффект наблюдается неза-
висимо от начальных условий бистабильных
генераторов в тех слоях сети, в которых химерное
состояние отсутствовало до включения связей.

При двунаправленной связи между слоями
сети можно наблюдать как явление клониро-
вания, так и разрушение химерного состояния
в зависимости от выбора начальных условий би-
стабильных генераторов. Установление того или
иного режима коллективной динамики в этом
случае определяется конкуренцией колебатель-
ных режимов в тех генераторах мультиплексной
сети, которые связаны между собой межслойной
связью. Таким образом, для управления кол-
лективной динамикой бистабильных генераторов
в многослойной сети при наличии взаимных свя-
зей важны как характеристики переключаемых
связей, так и выбор начальных условий для гене-
раторов.
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