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1. Введение  

(динамический и статистический подходы к моделированию) 

Математическая модель – описание какого-либо класса явлений внешнего 

мира, выраженное с помощью математической символики. Формальная мате-

матическая конструкция становится моделью после «наполнения» ее физиче-

ским содержанием, указанием связи символов с характеристиками объекта. По-

этому при моделировании очень важно выбрать математический аппарат, наи-

более соответствующий целям моделирования, и структуру формул, наиболее 

приспособленную к упомянутому «наполнению». Этот выбор делается на на-

чальном этапе моделирования при исходном рассмотрении объекта или инфор-

мации о нем и определяется целями моделирования. Так если требуется одно-

значный прогноз и имеется возможность точного задания величин, характери-

зующих состояние объекта, конструируют динамические модели. Для этого 

обычно используют аппарат дифференциальных уравнений и однозначные ото-

бражения. Если от претензий на точное описание объекта отказываются и объ-

являют наблюдаемые процессы случайными (непредсказуемыми), строят ста-

тистические (вероятностные) модели. Обычно это делают с помощью мате-

матического аппарата статистики и теории вероятностей, если по условиям за-

дачи достаточно указать вероятность того или иного из возможных состояний 

системы или устраивает приближенное описание с помощью усредненных ве-

личин. Более того, в ряде случаев динамическое описание даже не представля-

ется возможным из-за сложности моделируемой системы или ее поведения.  

Следует добавить, что хаотические решения простых (маломерных) не-

линейных динамических систем могут представлять собой весьма нерегуляр-

ные, беспорядочные зависимости от времени, так что для их описания тоже 

весьма уместны статистические характеристики. С другой стороны для описа-

ния непредсказуемых однозначно явлений в системах с малыми шумами ис-

пользуют стохастические дифференциальные уравнения (с малыми случайны-
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ми добавками). Эти представители вероятностных моделей в некотором смысле 

находятся на стыке с динамическими. 

В данной работе мы ограничимся статистическим рассмотрением процес-

сов эволюции: определением зависимостей величин, характеризующих объект, 

от времени с целью прогноза их дальнейшего поведения. Кроме того, разговор 

пойдет лишь об эмпирических моделях, которые конструируют непосредствен-

но из экспериментальных данных, представленных в виде временных рядов 

(последовательностей чисел) 1. Впервые задача построения модели по времен-

ному ряду была поставлена в рамках статистики в связи с проблемой прогноза. 

В самом деле, естественным представляется следующий вопрос: если известно 

поведение объекта до настоящего момента времени, то возможно ли предска-

зать его будущее, и насколько далеко? Сначала задача прогноза наблюдаемого 

процесса формулировалась как одна из наиболее распространенных задач ста-

тистического анализа — изучение связи между переменными. До 1920-х гг. она 

решалась методом экстраполяции наблюдаемой временной зависимости, затем 

появились и получили развитие другие методы, в которых, главным образом, 

ограничиваются линейными приближениями [1-3]. Несмотря на активное по-

всеместное продвижение нелинейных представлений, эти ставшие классиче-

скими подходы остаются актуальными, а знакомство с ними, реализуемое в 

данной работе, — необходимым.  

 

                                                           
1 Выделяют неструктурные (непараметрические) и структурные (параметрические) методы 
анализа временного ряда. К первым относят оценивание по данным спектра Фурье, автокор-
реляционной функции, гистограммы и т.д. Эти методы характеризуются тем, что по времен-
ному ряду оценивается очень большое число параметров, “данные говорят сами за себя” [2] 
(так, например, значение автокорреляционной функции для каждого времени задержки — 
это отдельный параметр). Ко вторым относят методы, ориентированные на оценку по дан-
ным небольшого числа параметров при некоторых дополнительных предположениях о свой-
ствах наблюдаемых величин. Например, построение гистограммы по наблюдаемым значени-
ям — это неструктурный подход к оцениванию плотности распределения вероятностей слу-

чайной величины. А выбор явного вида функции, например, 2
2

2
2)

2
exp()( πσ

σ

xxp −= , и оцен-

ка ее параметра  σ  — подход структурный . К структурным относятся и подходы. о кото-
рых пойдет речь дальше. 

2
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2. Временные ряды 

Временными  рядами называют дискретные последовательности чисел, 

характеризующих состояние объекта наблюдения в отдельные моменты време-

ни2. Такой способ представления информации о явлениях, эволюционных про-

цессах, движениях весьма распространен. В одних случаях дискретное задание 

наблюдаемой естественно или даже единственно возможно. Например, курс ва-

лют устанавливается с дневным интервалом, статистические данные о состоя-

нии производства собираются  по годам и кварталам, подсчеты численности 

биологических популяций ведутся по сезонам, данные о погоде представляются 

метеостанциями также дискретно. В других случаях дискретность является ре-

зультатом приближения или связана с выбором способа наблюдения. Так не-

прерывное во времени изменение положения движущегося тела становится 

дискретным при его наблюдении с использованием стробоскопа, а непрерыв-

ный сигнал – после преобразования с помощью аналого-цифрового преобразо-

вателя.  

Далее мы будем рассматривать лишь примеры эволюции во времени и 

временные ряды с отсчетами, сделанными с постоянным шагом – через равные 

интервалы времени ∆t (интервалы выборки). Члены ряда iv  – значения наблю-

даемой величины в дискретные моменты – будем называть  точками, i – поряд-

ковым номером точки или дискретным временем;  количество точек в ряде N – 

длиной ряда (или длиной временной реализации). Для обозначения самого ряда 

будем использовать фигурные скобки: { } . Ni vvvv ,...,, 21=

Скалярным называют ряд, сформированный из отсчетов скалярной на-

блюдаемой – когда величина, характеризующая моделируемый объект или яв-

ление единственна и ей соответствует точка на числовой оси. В случаях, когда 

                                                           
2 “Дискретный” – раздельный, состоящий из отдельных частей. В отличие от “непрерывного” 
(способного принимать любое значение, без промежутков, “континуального”) дискретный 
набор  значений содержит, например, только 0 или 1, только целые,  только рациональные 
числа и т.п. Здесь речь идет о дискретности значений только времени, а значения величины, 
характеризующей объект наблюдения, (будем ее называть просто “наблюдаемой” или “пере-
менной”) могут быть любыми.  
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состояние объекта или явление в данный момент времени характеризуется дву-

мя и более скалярными величинами, говорят о векторном ряде.  

 

3. Экстраполяция временной зависимости 

Пусть имеется скалярный временной ряд . Необходимо найти 

(предсказать) значения величины v в моменты времени . Одним из 

возможных подходов является экстраполяция

{ }N
iiv 1=

Ntt >
3 наблюдаемой временной 

зависимости. Для реализации этого подхода предполагают явный вид 

функциональной зависимости v от t и оценивают неизвестные параметры по 

временному ряду. Затем полученная функция используется для прогноза даль-

нейшего поведения. Обычно ищется зависимость среднего значения v от  t – 

регрессия4.   Например, если экспериментальные точки на плоскости v-t (рис.1а) рас-

полагаются вдоль некоторой прямой, целесообразно использовать линейную 

функцию v(t) (линейный регрессионный анализ). Модель строится в виде 

,10 iii atbbv ++=

ia

it 0b 1b

ia

                                                          

                                               (1) 

где  — независимые одинаково распределенные случайные величины: значе-

ния некоторого случайного процесса в моменты времени . Параметры  и  

оцениваются методом максимального правдоподобия (см. Приложение). Если 

предположить, что величины  распределены по нормальному закону, то этот 

 
3 Экстраполяцией называется продолжение некоторой функции v(t) за пределы области ее 
определения. В физике под экстраполяцией часто понимается распространение полученной 
экспериментально временной зависимости v(t) на другие промежутки времени. В зависимо-
сти от того, насколько значения, полученные путем непосредственных измерений на новом 
промежутке, совпадают со значениями функции v(t) на нем говорят об успехе или неуспехе 
экстраполяции. 
4 Регрессией называется зависимость среднего значения некоторой величины v от другой ве-
личины параметра t. Иногда этим же термином обозначают и процесс отыскания рассматри-
ваемой зависимости. Необходимость отыскания функции среднего возникает в двух основ-
ных случаях: первый — когда по каким-либо причинам невозможно точно измерить величи-
ну v; второй случай заключается в том, что природа измеряемой величины такова, что она в 
действительности v принимает различные значения при одном и том же t в разных экспери-
ментах (то есть, существуют некоторые факторы, которые не удается учесть в процессе из-
мерения вследствие незнания, либо эти факторы намеренно игнорируются).  
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метод сводится к методу наименьших квадратов. Выбираются такие значения 

параметров модели, которые минимизируют средний квадрат «ошибки» a: 

.min)(1
1

2
10 =−−∑

=

N

i
ii tbbv

N
                                   (2) 

В данном случае зада-

ча сводится к решению ли-

нейной системы двух алгеб-

раических уравнений. После 

того, как значения парамет-

ров  и  определены, 

наиболее вероятное значе-

ние величины v в любой 

момент времени t можно вычислять по формуле . Можно также 

определить границы доверительного интервала, в который с заданной вероят-

ностью попадет значение v(t). Экстраполяция и состоит в использовании полу-

ченной формулы для прогноза значений v при t . 

0b 1b

                                                          

tbbtv 10)( +=

Nt>

Рис.1. Возможные варианты изменения наблюдаемой
величины v, для которых достаточно просто подоб-
рать явный вид зависимости v(t): а) линейная, б) экс-
поненциальная, в) полиномиальная (3-го порядка). 

Для проверки адекватности полученной модели экспериментальным дан-

ным полезно провести анализ остатков (остаточных ошибок) модели5. Модель 

(1) можно считать удовлетворительной, если остатки некоррелированы и рас-

пределены (приблизительно) по нормальному закону. Для проверки этих ут-

верждений необходимо рассчитать автокорреляционную функцию остатков и 

плотность их распределения (построить гистограмму). 

В общем случае могут потребоваться другие аппроксимирующие функ-

ции (см. например, рис.1б,в, где точки располагаются явно нелинейно). Как при 

выборе линейного вида зависимости v(t), так и при использовании нелинейных 

функций (экспоненты, полинома и т.д.), описанный метод прогноза эффективен 

 
5 Поясним, что такое остатки или остаточные ошибки модели. Пересчитаем наиболее веро-
ятные значения переменной v, исходя из построенной модели (т.е. v ), для момен-
тов времени . Эти значения называются предсказанными значениями. Разность между ис-
ходными и предсказанными значениями называется остатками. 

ii tbb 10 +=

it
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лишь для узкого класса процессов, соответствующих выбранному виду времен-

ной зависимости. Однако во многих случаях удовлетворительно подобрать яв-

ный вид v(t) не удается. 

 

4. Модель в виде случайного процесса 

В тех случаях, когда в распределении экспериментальных точек на плос-

кости v-t не  просматривается какой-либо закономерности (разброс точек очень 

велик), может оказаться более эффективным моделирование временного ряда 

случайным процессом. Случайный процесс — это функция , где ω — 

случайное событие (т.е. значение v в любой момент времени является случай-

ной величиной). 

),( ωitvv =

  В качестве базовой модели при таком подходе обычно принимают нор-

мальный белый шум a(t). Это случайный процесс, значения которого в различ-

ные моменты времени статистически независимы, а значения в любой фикси-

рованный момент времени распределены одинаково по нормальному закону 

2

2

2
22

1)( σ

πσ

a

eap
−

= , где  — дисперсия2σ 6 (среднее значение принято равным 

нулю).  

Однако свойства наблюдаемого процесса могут противоречить гипотезе о 

том, что это нормальный белый шум (например, автокорреляции могут быть 

существенно отличны от нуля для ненулевых задержек). В этом случае полез-

ным для многих практических ситуаций оказался следующий подход. Предпо-
                                                           
6 В общем случае, чтобы полностью описать случайный процесс, необходимо определить 
всевозможные конечномерные распределения этого процесса. Однако можно показать, что 
для полного описания нормального случайного процесса (т.е. процесса, для которого одно-
мерное распределение в любой момент времени является нормальным) достаточно задать 
только его среднее значение, дисперсию и автокорреляционную функцию. Таким образом, 
для построения модели в виде нормального белого шума по данным нужно оценить только 
его дисперсию и среднее значение (значения автокорреляционной функции при любой нену-
левой задержке равны нулю). Нормальный белый шум описывает так называемое случайное 
блуждание, можно сказать, что это наиболее непредсказуемый процесс. Кроме того, выде-
ленное положение нормального закона распределения обусловлено тем, что суммарный 
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лагалось, что наблюдаемый процесс — это нормальный белый шум, преобразо-

ванный линейным фильтром7.  

Значение нормального белого шума, преобразованного линейным фильт-

ром, для любого момента времени  определяется выражением nt

,
1

∑
∞

=
−+=

i
ininn aav ψ                                               (3) 

где веса  должны удовлетворять условию , чтобы процесс  

был стационарным

iψ const
i

i ≤∑
∞

=1

2ψ nv

8. 

Таким образом, вид модели выбран на основе двух предположений: к на-

блюдаемому временному ряду имеют отношение нормальный белый шум и ли-

нейный фильтр. Для построения модели вида (3) необходимо оценить по дан-

ным дисперсию белого шума и веса iψ .9  

 

5. Модель скользящего среднего 

Разумеется, вычислить бесконечное количество весов не представляется 

возможным, однако, как правило, значения iψ  быстро убывают с ростом номе-

ра i и на практике достаточно ограничиться моделью с конечным числом весов 

q. Таким образом, можно получить модель скользящего среднего порядка q — 

MA(q) (от английского «Moving Average» — скользящее среднее): 

,
1

∑
=

−−=
q

i
ininn aav θ                                               (4) 

                                                                                                                                                                                                 
вклад очень большого числа случайных факторов распределен асимптотически нормально 
(согласно центральной предельной теореме). 
7 Как известно, линейный фильтр обладает тем свойством, что если на его вход подан нор-
мальный белый шум, то выходной сигнал может не быть δ-коррелированным. Кроме того, 
линейные фильтры были хорошо изучены и широко использовались на практике. 
8 Процесс называется стационарным в узком смысле, если его всевозможные конечномерные 
распределения не меняются при сдвиге по времени. Процесс называется стационарным в 
широком смысле, если его среднее значение и дисперсия не зависят от времени (причем дис-
персия конечна), а автокорреляционная функция зависит только от модуля разности аргу-
ментов. Для рассматриваемого нормального случайного процесса оба понятия совпадают. 
9 В принципе, нужно также оценить среднее значение шума. Но мы (без потери общности) 
будем считать, что наблюдаемый процесс предварительно приведен к нулевому среднему. 
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Эта модель содержит q+1 параметров (θ , , …, θ  и ), значения которых 

нужно оценить по временному ряду. 

1 2θ q
2σ

 

6. Модель авторегрессии 

Заметим теперь, что общее выражение (3) можно эквивалентно перепи-

сать в виде: 

,
1

∑
∞

=
−+=

i
ininn vav π                                              (5) 

где веса π  выражаютсяi
10 через iψ .  

Аналогично, для построения модели вида (5) нужно было бы оценить 

значения бесконечного количества весов , но практически во многих случаях 

вполне достаточно ограничиться некоторым конечным числом. Таким образом, 

приходим к модели, которая называется процессом авторегрессии порядка p — 

AR(p) (от английского «AutoRegressive» — авторегрессионная): 

iπ

,
1

∑
=

−+=
p

i
ininn vav φ                                              (6) 

Эта модель содержит p+1 параметров (φ , , …, φ  и ), значения которых 

нужно оценить по временному ряду (причем значения параметров должны 

удовлетворять определенным соотношениям [2], чтобы процесс был стацио-

нарным). 

1 2φ p
2σ

 

 

 

 

                                                           
10 Переход от (3) к (5) можно осуществить следующим образом: нужно последовательно ис-
ключать из выражения (3) величины ,  и т.д. Для этого сначала нужно выразить зна-
чение шума  через  и предыдущие значения a с помощью формулы 

, затем подставить это выражение в формулу (3), исключив из нее, 

таким образом,  . Далее аналогично исключается , и т.д.) 

1−na 2−na

1−na

ni aψ

1−na

1−nv

∑
∞

=
−−−− −=

1
111

i
inn va

2−na
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7. ARIMA- модель 

Практически наиболее эффективный подход состоит в том, чтобы объе-

динить модели (4) и (6)11. Таким образом, получаем модель авторегрессии и 

скользящего среднего порядка (p, q) — ARMA(p, q): 

,
11

∑∑
=

−
=

− −+=
q

i
ini

p

i
ininn avav θφ                                    (7) 

которая содержит p+q+1 параметров. 

Если наблюдаемый ряд v(t) имеет признаки нестационарности (например, 

какие-либо детерминированные тренды — линейный, полиномиальный и т.п.), 

то стационарный процесс (7) не может быть адекватной моделью. Однако в та-

ком случае может оказаться стационарной некоторая разность наблюдаемого 

процесса порядка d: , где  — первая разность (аналог 

дифференцирования), а ∇  означает последовательное применение d раз опера-

тора . Для описания процесса  уже может быть эффективной ARMA-

модель. Таким образом, приходим к модели авторегрессии и проинтегрирован-

ного скользящего среднего порядка (p, d, q) — ARIMA(p, d, q) (от английского 

— «AutoRegressive Integrated Moving Average»): 

n
d

n vw ∇=

d

1−−=∇ nnn vvv

n∇ w

.

,
11

n
d

n

q

i
ini

p

i
ininn

vw

awaw

∇=

−++= ∑∑
=

−
=

− θφµ
                                   (8) 

Чтобы выразить значения наблюдаемого процесса  через значения процесса 

, описываемого ARMA-моделью (в которую при необходимости может быть 

включен и постоянный член µ – как в (8)), нужно использовать оператор сум-

nv

nw

                                                           
11 Эта необходимость вызвана следующими обстоятельствами. Предположим, что наблюдае-
мый временной ряд генерируется процессом авторегрессии порядка 1. Если попытаться опи-
сать его процессом скользящего среднего, то потребуется модель (4) с бесконечным числом 
параметров θ  (по крайней мере, с очень большим). Оценки значений большого числа пара-
метров менее надежны, и в данном случае это обязательно приведет к существенному сни-
жению эффективности модели. И обратно, если ряд генерируется процессом скользящего 
среднего порядка 1, то для его описания потребовался бы процесс авторегрессии очень вы-
сокого порядка. Поэтому целесообразно объединить в модели выражения (4) и (6), чтобы 

i
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мирования (аналог интегрирования), обратный оператору . Этим объясняется 

наличие слова «проинтегрированного» в названии модели.  

∇

 

8. Методика построения ARIMA-модели по временному ряду 

Общий подход предложенный Боксом и Дженкинсом [2], представлен 

схемой на рис.2. 

Первый этап моделирования — 

выбор (постулирование) общего клас-

са моделей. В данном случае это 

класс ARIMA-моделей. 

Второй этап — идентификация 

пробной модели. Под идентификаци-

ей модели понимают определение 

подкласса моделей, наиболее подхо-

дящего для описания процесса. В 

данном случае выбор подкласса — 

это выбор конкретных значений ве-

личин p, d, q (на этом этапе делаются также грубые оценки параметров θ , θ , 

…, θ , φ , φ , …, φ ,  и µ). Выбор подкласса осуществляется, главным обра-

зом, на основе анализа автокорреляционной функции наблюдаемого ряда

1 2

q 1 2 p
2σ

12. 

Обычно редко используются модели, для которых хотя бы одна из величин 

p, d, q больше 2. Не следует без необходимости выбирать слишком большое 

значение d, т.к. это приводит к менее стабильным оценкам параметров модели. 

Рис.2. Схема построения модели по вре-
менному ряду (приводится по [2]). 

Третий этап — оценивание (подгонка) параметров пробной модели. На 

этом этапе с помощью специальных численных процедур по наблюдаемым 

                                                                                                                                                                                                 
можно было экономично (при помощи небольшого числа параметров) описать наблюдаемый 
процесс и вида (4), и вида (6), и смешанный. 
12 Так, если она спадает экспоненциально, то следует выбрать p = 1, q = 0; если она имеет 
большое значение при задержке, равной 1, и равна нулю для других значений, то следует ис-
пользовать значения p = 0, q = 1 и т.д. 
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данным оцениваются значения параметров θ , θ , …, θ , , φ , …, φ , и µ. 

Значения параметров вычисляются на основе принципа максимального правдо-

подобия, который приводит в данном случае к нелинейному методу наимень-

ших квадратов. 

1 2 q 1φ 2 p
2σ

Четвертый этап — диагностическая проверка модели. На этом этапе 

выясняется, не имеет ли наблюдаемый ряд каких-либо свойств, противореча-

щих построенной модели. В данном случае исследуются следующие свойства 

данных: автокорреляционная функция остаточных ошибок модели (в данном 

случае остаточные ошибки — это предполагаемые значения ) и их спектр 

Фурье. Если отличие этих характеристик от характеристик нормального белого 

шума статистически значимо, то модель следует признать неадекватной. 

na

Если диагностическая проверка показала, что модель не адекватна на-

блюдаемым данным, то, возможно, нужно вернуться к этапу оценивания и ис-

пользовать другую численную процедуру. Но в [2] показано, что процедура 

оценивания, применяемая для ARIMA-моделей, эффективно использует дан-

ные, поэтому более вероятно, что модель не верно идентифицирована (второй 

этап) и следует опробовать другой подкласс моделей. Если же и выбор других 

подклассов моделей не приводит к успеху, то выбранный общий класс моделей 

(ARIMA-модели) не подходит для описания наблюдаемого процесса13. 

Данный подход интенсивно развивался с 1927 года (когда впервые была 

предложена авторегрессионная модель для описания временного ряда годовых 

чисел солнечных пятен [1]) в течение следующих 50 лет. Были детально разра-

ботаны и обоснованы [2,3] методы выбора оптимальных значений p, d, q, вы-

числения оптимальных значений параметров θ  и проверки адекватности 2,, σφii

                                                           
13 Отметим, что перед построением модели иногда проводят и некоторые другие  преобразо-
вания временного ряда (кроме взятия первой разности). Во-первых, при наличии сезонных 
изменений в ряде используют разность со сдвигом s: . Во-вторых, если размах 
колебаний величины v возрастает с течением времени, то часто применяется операция лога-
рифмирования наблюдаемого ряда с целью стабилизации дисперсии. Это преобразование 
можно интерпретировать следующим образом: чем выше абсолютное значение переменной, 

siiis vvv −−=∇
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построенной модели наблюдаемым данным. ARIMA-модели оказались доста-

точно эффективны для описания различных процессов. Они применялись и 

применяются в технике, метеорологии, экономике, социологии для решения за-

дач прогнозирования и/или управления. В настоящее время эти методы уже 

реализованы в прикладных программах с богатыми графическими возможно-

стями, в частности, в системе Statistica. 

  

9. Практическое задание 

В данной работе предлагается 

• построить аппроксимацию предложенной временной зависимости, 

• познакомиться со способами предварительной обработки ряда, 

• потренироваться в выборе параметров и использовании ARIMA-модели, 

• проверить адекватность модели с помощью анализа остаточных ошибок. 

Одной из целей работы является также знакомство с системой Statistica14 

(фирма-производитель StatSoft Inc., USA) — мощным средством статистиче-

ского анализа и обработки данных (см., например, [4]). 

 

Задания:  

Дважды щелкните мышью на ярлыке программы Statistica. На экране 

появится переключатель модулей.  Выберите модуль Множественная регрес-

сия — Multiple Regression. После запуска модуля на экране откроется основ-

ное окно системы Statistica. При запуске системы в нее автоматически загру-

жается последний файл, с которым вы работали в ней. Одновременно с этим 

появляется Стартовая панель модуля, содержащая основные операции, кото-

рые доступны в данном модуле, и позволяющая определить различные пара-

метры анализа.  

                                                                                                                                                                                                 
тем выше и уровень случайных ошибок. При логарифмировании все ошибки становятся 
примерно одинаковыми. 
14 По вопросам приобретения программы можно обращаться: корпорация СофтЛайн, 17036, Москва, ул. Швер-
ника, дом 4, тел. (095) 232-0023, 126-9969, 126-9065, e-mail: root@softline.msk.su, или: StatSoft Inc., 2325 Easr 
13th Street, Tulsa, OK 74104, USA, тел. (918) 583-4149. 
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Задание 1. Построить аппроксимацию зависимости оптовой цены на 

марочные вина от их «возраста». 

1) Исходные данные в системе Statistica организованы в виде таблицы. 

Столбцы таблицы называются Variables — Переменные, строки Cases — Слу-

чаи. В качестве переменных выступают исследуемые величины, случаи — это 

значения, которые принимают переменные и которые меняются в процессе на-

блюдения. Откройте файл с таблицей данных (файл prices.sta): оптовые цены 

на марочные вина в зависимости от года закладки [4]. В таблице имеется две 

переменных, зависимость между которыми требуется найти, — в первом 

столбце переменная Год (год закладки вина), во втором — Цена (цена бутылки 

в долларах). Перед применением статистических процедур может потребовать-

ся преобразование данных. Так, перейдем от переменных Год и Цена к новым 

переменным Возраст и Цена_Лог, которые связаны с исходными формулами:  

Возраст =  1972 – Год, Цена_Лог = ln(Цена). 

После этого таблица будет содержать четыре переменные. Формулы для преоб-

разования переменных задаются в диалоговом окне спецификаций переменной. 

Для его вызова достаточно дважды щелкнуть мышью на имени переменной в 

таблице с данными. Теперь имеет смысл отобразить данные на графике. Вос-

пользуйтесь пунктом меню Graphics и выберите нужный тип графика (2D 

Scatterplots). 

2) Будем искать зависимость вида (1) между переменными Цена_Лог и 

Возраст (фактически мы располагаем временным рядом значений цены на ви-

но, только выборка произведена неравномерно). Оценим параметры модели (1) 

и проверим адекватность построенной модели исходным данным.  

Необходимо вызвать стартовую панель модуля (пункт меню Analysis — 

Startup Panel). Далее нажмите кнопку Variables. В открывшемся окне нужно 

выбрать переменные для анализа — зависимую и независимые (Цена_Лог и 

Возраст). Нажмите кнопку OK. Выберите и дополнительные опции и парамет-

ры анализа (например, расчет с расширенной точностью и выбор метода по 

 16



умолчанию). В стартовой панели нажмите кнопку OK. Система произведет вы-

числения и через секунду появится окно результатов. Верхняя часть окна — 

информационная, нижняя содержит функциональные кнопки, позволяющие 

подробно просмотреть результаты анализа. 

В информационной части смотрим прежде всего на значение коэффици-

ента детерминации RI (он показывает долю общего разброса значений зависи-

мой переменной, которая объясняется построенной регрессией). В данном слу-

чае оно равно 92.9 %, что является хорошим результатом. Щелкните кнопку 

Regression Summary, чтобы просмотреть таблицу с результатами анализа. 

3) Важным моментом при проверке адекватности модели является анализ 

остатков. В окне Результаты множественной регрессии нажмите кнопку 

Residual Analysis — Анализ остатков. Вы откроете окно Анализ остатков. 

Для оценки адекватности модели построим график остатков на нормальной ве-

роятностной бумаге (Normal Probability Plot of Residuals). Если они достаточ-

но хорошо ложатся на прямую, соответствующую нормальному закону, то 

предположение о нормальном распределении ошибок  выполнено. ia

4) Возможен вывод результатов анализа в файл с отчетом (для этого вы-

берите пункты меню File—Page Output/Setup и установите флажок напротив 

опции Window – печать в окно). Для него на рабочем пространстве системы от-

кроется специальное окно. В него можно распечатать любой документ (таблицу 

или график). Создайте такой файл с результатами вашей работы. 

 

Задание 2. Осуществить прогноз ряда количества перевозок 

авиапассажиров с помощью ARIMA-модели. 

1) Перейдем теперь к построению ARIMA-моделей (8). Откройте модуль 

Анализ временных рядов/Прогнозирование. Откроется стартовая панель мо-

дуля. С помощью кнопки Open Data откройте файл с данными для анализа 

(файл series_g.sta, в котором содержится одна переменная: количество общих 

перевозок авиапассажиров в данном месяце; все месяцы пронумерованы от 1 до 
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Рис.3. Наблюдаемый график зависимости количества перевозок авиапассажиров от време-
ни (а) и график после преобразований временного ряда: ln(v), разность со сдвигом 1 и раз-
ность со сдвигом s = 12 (б). 

144, с января 1949 по декабрь 1962 года). С помощью кнопки Variables выбе-

рите переменную для анализа. В данном случае имеется только одна перемен-

ная. На стартовой панели модуля инициируйте кнопку ARIMA & 

autocorrelation functions. На экране появится стартовая панель Single Series 

ARIMA. 

2) Прежде всего, просмотрите данные графически. Для этого инициируй-

те кнопку Plot. На экране появится график временного ряда из открытого файла 

данных (рис.3а). В данном графике имеются отчетливые годовые периоды, 

присутствуют резко выраженные пики, амплитуда колебаний возрастает. В ря-

де имеется отчетливый тренд: средние значения перевозок постепенно увели-

чиваются. Имеется также и сезонность: как и следовало ожидать, из года в год 

пик перевозок приходится на одни и те же месяцы — июль либо август. Харак-

тер перевозок также очень похож со сдвигом на год. Просмотрев ряд на графи-

ке, вернитесь в стартовое окно ARIMA, нажав на кнопку Continue. 

3) Прежде, чем подогнать к временному ряду авторегрессионную модель, 

его следует «сделать стационарным». Мы будем последовательно преобразовы-

вать ряд, делая его раз за разом все более похожим на стационарный. Иниции-

руйте кнопку Other transformations & plots. Откроется окно Преобразования 

переменных. Выберите опцию Plot variables (series) after each transformation. 

Теперь система будет автоматически показывать графики преобразованных 

данных после каждого преобразования ряда. Инициируйте кнопку 
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OK(Transform highlighted variables). Откроется окно Преобразования вре-

менного ряда. Следует выбрать какое-либо преобразование и нажать кнопку 

OK(Transform). На каждом шаге можно выполнить только одно преобразова-

ние значений переменной. 

Прежде всего, применим преобразование Natural log. Далее возьмем пер-

вую разность ряда (устраняем линейный тренд), смотрите опции в правом ниж-

нем углу окна. Вспоминая, что ряд имеет сезонную составляющую, возьмите 

сезонную разность: выберите преобразование Differencing со сдвигом lag = 12 

(см. рис.3б). Нажмите кнопку Exit для выхода в окно ARIMA. 

9) Вернемся в окно Single Series ARIMA (нажмите кнопку Continue, а за-

тем Exit). Нужно задать значения следующих параметров ARIMA-модели: p — 

Autoregressive, P — Seasonal, q — Mouving average, Q — Seasonal.15 По 

меньшей мере, один из этих параметров должен быть отличен от нуля. Выберем 

значения: p = P = 0, q = Q = 1 (здесь сезонные параметры P и Q должны соот-

ветствовать сдвигу lag = 12). 

Пометьте нужные опции, показывая системе, какие преобразования про-

изводились с исходным рядом. Выберите метод оценки параметров, например, 

Exact — Точный. В подокне Variables не забудьте высветить первую строку 

— исходный временной ряд. Запустите процедуру оценивания щелчком кнопки 

OK(Begin parameter estimation). Откроется окно Оценивание параметров. 

Если находите оценки приемлемыми, щелкните OK и просмотрите всесторонне 

результаты.  

4) Откроется окно Результаты ARIMA. Просмотрите численные оценки, 

щелкнув по кнопке Parameter estimates. Обязательно обратите внимание на 

остатки и просмотрите их графики. Щелкните, например, кнопку Normal (вы 

построите график на нормальной вероятностной бумаге: он должен быть бли-

зок к прямой, тогда модель можно считать адекватной исходным данным). 

Щелкнув кнопку Hist, вы увидите гистограмму значений остатков с наложен-
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ной нормальной плотностью. Полезно также просмотреть автокорреляции ос-

татков (Autocorrelations of residuals). 

5) В левой части окна результатов имеется группа кнопка Forecasting — 

Прогнозирование. Установите опции — прогноз на 24 случая вперед, уровень 

доверия 0.9. Щелкните кнопку Plot series & forecasts. Вы увидите прогноз, ко-

торый дает построенная модель. 

 

Задание 3. Осуществить прогноз того же ряда (что и в задании 2) и 

сравнить его с экспериментальными данными. 

Теперь аналогичным образом подгоните модель ARIMA к тому же ряду, 

используя случаи с 1 по 120 (воспользуйтесь кнопкой Select cases на стартовой 

панели модуля). Осуществите прогноз на 24 месяца вперед и сравните его с 

экспериментальными данными. 

 

Задание 4. Провести анализ временного ряда курса акций IBM. 

Проведите аналогичный анализ временного ряда курса акций IBM (файл 

ibm1.sta). Сохраните наиболее существенные результаты своей работы в файле 

отчета. 

 

Приложение.  

О методах максимального правдоподобия и наименьших квадратов 

В статистике одним из часто используемых методов оценки параметров 

некоторого распределения по экспериментальным данным является метод мак-

симального правдоподобия. Пусть p(a) — функция плотности распределения 

вероятностей случайной величины a в некоторый момент времени t (для любо-

го t одинакова). Пусть эта функция зависит от параметров, значения которых 

следует оценить по экспериментальным данным. Совместная N-мерная плот-

ность распределения вероятностей величин  в моменты времени  (i = 1, )( ita it
                                                                                                                                                                                                 
15 Сезонные параметры P и Q отвечают за добавку в правую часть модели (7) еще двух сумм, 
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…, N) называется «функцией правдоподобия» L и в случае независимых  

выражается как: 

)( ita

it1

L = ( , ,…, ) = p( a )p( )…p( ).            (П.1) Np 1a 2a Na 1 2a Na

Для рассмотренного примера (1) функция правдоподобия зависит от па-

раметров  и , т.к. . Метод максимального правдоподобия 

состоит в том, что значения параметров  и  выбираются

0b 1b iii tbbva 10 −−=

0b 1b  таким образом, 

чтобы максимизировать L. Их можно определить из системы уравнений 

( 00 =∂bL∂  и 01 =∂ b∂L ) или ( 0ln ∂bL 0 =∂  и 01 =∂∂ bLln ). 

Другим методом оценки является метод наименьших квадратов. Пусть 

случайные величины  — это отклонения значений наблюдаемой величины 

от значений аппроксимирующей функции. Для примера (1)  — 

аппроксимирующей функцией является линейная функция. Значения парамет-

ров определяются из условия, чтобы сумма квадратов отклонений  была 

минимальна: 

)( ita

ii bbva 0 −−=

)( ita

.min)(
1

2 =∑
=

N

i
ita                                            (П.2) 

Можно показать, что в том случае, когда предполагается нормальное рас-

пределение случайных величин , метод максимального правдоподобия и 

метод наименьших квадратов совпадают.  

)( ita

                                                                                                                                                                                                 
в которых значения v и a берутся с некоторым сдвигом lag, не равным 1. 
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Контрольные вопросы 

1. Что такое временной ряд? Каким образом могут быть получены вре-

менные ряды на практике? 

2. В чем заключается метод экстраполяции наблюдаемой временной за-

висимости для прогноза? 

3. Что такое модели скользящего среднего и авторегрессии? Каковы 

предпосылки для использования этих математических конструкций? 

4. Что такое ARIMA-модель? Когда возникает необходимость в исполь-

зовании такой модели? 

5. Какие преобразования наблюдаемого временного ряда применяются 

перед построением модели? Какова их цель? 

6. Из каких основных этапов состоит процедура построения ARIMA-

модели по временному ряду? Каково содержание каждого из этих эта-

пов (какие операции выполняются)? 
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