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Введение.
В зависимости от вида уравнений, описывающих объекты, системы, процессы и явления, их относят к линейным или нелинейным (см. приложение 1). По этому принципу классифицируют и электрические цепи. Например,  сдвиг по фазе между синусоидальными током и напряжением на катушке индуктивности, подключенной к источнику синусоидальной ЭДС, описывается линейными уравнениями. Поэтому и явления (сдвиг по фазе)  и  саму цепь, где оно наблюдается, можно назвать линейными. Но, если в катушку введен ферромагнитный сердечник, при больших величинах тока его форма начинает отличаться от синусоидальной, в спектре токов и напряжений появляются дополнительные гармоники (см. приложение 6). Этот эффект для  описания требует использования нелинейного  дифференциального  уравнения, т.е. и эффект и цепь нелинейны.  Нелинейные явления в электротехнике, как и вообще в природе, более разнообразны, чем линейные. Линейность обычно имеет место лишь  при малых токах и напряжениях, слабых колебаниях, когда нет ограничений возможностей развития, и не возникает конкуренции элементов, составляющих систему, например, за энергию. В реально мире ресурсы ограничены, поэтому с увеличением размаха движений, начиная с некоторого уровня, всегда  «чего-то не хватает» или развивается конкуренция, а это порождает необходимость нелинейного описания
. 
Далее мы проиллюстрируем сказанное на примере численного моделирования колебательного контура – цепи, состоящей из последовательно включенных катушки, сопротивления и полупроводникового конденсатора, емкость которого зависит от напряжения (п.1.2). Эта цепь представляет собой эталонный объект для изучения нелинейных колебательных явлений
. Достоверность результата моделирования проверим в практической части работы экспериментально на контуре с полупроводниковым конденсатором (варакторным диодом, варактором), которую часто называют - LR-диод цепью (п.2). С увеличением амплитуды гармонической эдс, возбуждающей такой контур, нелинейность проявляется: в искажении формы сигнала (появлении гармоник на частотах, отличных от частоты воздействия), в особенностях проявления резонанса, проявлении гистерезиса и бистабильности, а также в возникновении хаоса.
Часть 1. Линейные и нелинейные цепи.

Цепями в электротехнике называют соединенные проводами конструктивные элементы, в которых сосредоточено электромагнитное поле или энергия этого поля преобразуется в другие виды энергии (подробнее см. в приложении 2). Процессы в электрических цепях описываются в электротехнике с помощью обыкновенных дифференциальных уравнений, в которых токи i и напряжения U являются зависимыми от времени t переменными (динамическими переменными), а коэффициенты - представляют собой комбинации параметров C, L, R. Параметры характеризуют свойства элементов цепи:
· электроемкость C – характеристика способности проводящего тела создавать электрическое поле (приобретать потенциал φ) при помещении на него заряда q: C = q/φ. Если рассматриваются конденсаторы
, 
[image: image2.wmf]С = q/U, где U – напряжение между обкладками;

· индуктивность или коэффициент самоиндукции L проводника – связывает протекающий по нему ток i с создаваемым этим током магнитным полем (вернее, магнитным потоком через ограниченную проводником площадку
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, где B - индукция магнитного поля,  S - площадь площадки,  α - угол между вектором индукции и нормалью к площадке): 
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· сопротивление R – характеристика потерь электромагнитной энергии на участке цепи. При протекании тока i потери энергии в единицу времени пропорциональны R=U/I (выделяемая цепью на тепло и излучение, мощность P=Ui=Ri2, соответственно, количество тепла, выделяемого за время t  равно  Q = Uit=Ri2t).
Как правило, цепи, в которых  величины  параметров элементов C, L, R не зависят от протекающих через них токов и напряжений на них, - линейны, а наличие этих зависимостей приводит к нелинейности.
1.1. Линейный колебательный контур.

Рассмотрим колебательный контур - цепь рис. 1а, состоящий из последовательно соединенных катушки и конденсатора, параметры которых постоянны, подключенный к источнику гармонической электродвижущей силы (эдс) 
[image: image5.wmf])
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. При представлении цепи эквивалентной схемой рис. 1б, где R характеризует потери на нагрев провода катушки и на электромагнитное излучение, описывается уравнением Кирхгофа вида:
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- напряжение на индуктивности, 
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[image: image9.wmf]C

q

U

C

=

 - напряжение на конденсаторе при заряде q.
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	Рис. 1. Вид электрической цепи, состоящей из катушки и конденсатора, подключенных к источнику переменной эдс (а), и ее эквивалентная схема (б).




Учитывая, что 
[image: image10.wmf]dt
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, уравнение (1) можно представить в виде линейного обыкновенного дифференциального уравнения первого порядка:
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Переменными в этом уравнении являются заряд на обкладках конденсатора q и время t (q - динамическая переменная, t – независимая переменная), а параметрами – L, R, С, em, ω.       Вводя обозначения 
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, уравнение (2) сводят к известному модельному линейному дифференциальному уравнению второго порядка:
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где 
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 – динамическая переменная (заряд), 
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 — параметр, характеризующий потери электромагнитной энергии, 
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 – параметр, имеющий смысл частоты собственных колебаний контура. 

При нулевой амплитуде воздействия (V=0) решение уравнения (3) при не очень больших значениях 
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 имеет вид затухающих по закону 
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 колебаний (кривая а на рис. 2), имеющих частоту 
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 [1.-3]. Это - собственные колебания контура. С ростом потерь квазипериод T1 собственных колебаний возрастает (частота 
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 убывает)  и они затухают быстрее, а когда 
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 превышает 
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, движения становятся апериодическими – значение переменной от начального условия монотонно затухает по экспоненте до 0 (кривая (б) на рис. 2). 
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	Рис. 2. Затухающие колебания в линейном контуре при 
[image: image25.wmf]0

1,0.1

wd

==

 (сплошная линия), при больших значениях 
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 заряд стремиться к 0 по экспоненте без колебаний (штриховая линия).


При наличии гармонического воздействия с амплитудой V и частотой воздействия ω колебания контура представляют сумму затухающих собственных с частотой 
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 и незатухающих вынужденных колебаний с частотой воздействия ω. После полного затухания собственных колебаний и остаются только вынужденные колебания. Амплитуда вынужденных колебаний зависит от амплитуды и частоты воздействия, от потерь электромагнитной энергии в контуре. На рис. 3 представлена резонансная характеристика – зависимость амплитуды вынужденных колебаний от частоты воздействия. Это явление имеет большое значение в различных системах совершающих вынужденные колебания. Из рис. 3 видно, что в отсутствии потерь энергии максимум имеет место при ω=
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, с появление потерь частота резонанса уменьшается, как и 
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	Рис. 3. Резонансные характеристики осциллятора при различных 
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Итак, в линейном контуре при гармоническом воздействии имеют место только один вид вынужденные колебаний тока и напряжений – гармонические колебания с частотой воздействии ω  и единственное явление -  резонанс с характерной одногорбой резонансной характеристикой.
1.2. Нелинейный колебательный контур.
Если, емкость конденсатора C зависит от заряда q на его обкладках
, например:  
[image: image32.wmf])

1

(

0

q

k

C

C

×

+

×

=

, где k – размерный коэффициент, уравнения (2) и (3) становятся нелинейными. Это произойдет и при наличии зависимости любых других параметров от переменных. В общем случае уравнение приобретает вид:
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где 
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[image: image35.wmf](,)

gqq

&

 - функции, вид которых определяется особенностями элементов цепи (только не const). Нелинейные уравнения в общем случае не решаются аналитически и исследуются только с помощью компьютеров. Пример решения подобного нелинейного уравнения мы рассмотрим далее в п.1.3 и убедимся, что колебания токов и напряжений в них даже при гармоническом воздействии на частоте ω не являются гармоническими. То есть, кроме частоты ω в спектре  колебаний токов и напряжений появляются дополнительные частоты (высшие гармоники 
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 (см. приложение 6)). Кроме резонанса в нелинейных цепях проявляется масса других явлений, да и сам резонанс качественно меняется.
Следует понимать, что одна и та же система проявляет себя в одних ситуациях линейной, а в других – нелинейной. Так, в режиме малых амплитуд, когда 
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 функции 
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 в (4) можно разложить в степенной ряд и ограничится только линейными членами разложения - уравнение нелинейного осциллятора принимает линейный вид (2). В этом случае говорят линейном или малосигнальном режиме колебаний, который мы только что рассмотрели в п. 1.1. В режиме колебаний с большой амплитудой при 
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 в степенной ряд ограничится уже нельзя.

Итак, зависимость параметров рассматриваемой цепи от величин напряжений и токов приводит к нелинейности цепи и усложнению колебания, которые перестают быть гармоническими даже, если действующая  в цепи эдс синусоидальная.
1.3. Что нового привносит в колебательный контур наличие нелинейности. 

Рассмотрим в качестве примера известный эталон – нелинейное уравнение Тода, описывающее колебания в системах разной природы:
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Оно получается из (4), если замени обозначения переменной q на y, а V на А и подставить функции 
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, подходящие для моделирования варакторного диода. Заметим, что эта электрическая цепь, используется в практической части этой лабораторной работы для моделирования колебательного контура с полупроводниковым конденсатором (варакторным диодом, см. рис. 3 и приложение 4).
При малых амплитудах A гармонической эдс колебания в цепи не отличаются от гармонических. При больших – колебания перестают быть синусоидальными, и наблюдаются  целые семейства вынужденных движений различной сложности: сложных периодических и беспорядочных (хаотических). Их удобно различать по спектрам и фазовым портретам на плоскости, см. рис. 4 и приложения 4 и 6. Обратите внимание, как много линий в спектре нелинейных колебаний, тогда как в случае синусоидальных колебаний спектр состоит всего из одной линии при 
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Нелинейность вносит свои особенности в явление резонанса и вид резонансных кривых. Рис. 5 иллюстрирует форму резонансной кривой – зависимость амплитуды вынужденных колебаний 
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 от частоты воздействия. При сравнительно малых амплитудах воздействия А (линия 1) резонансная кривая близка к «линейному» варианту (рис. 3) при малых потерях – малых 
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	Рис. 4. Качественный вид временных реализаций колебаний тока и напряжений в нелинейной цепи при больших амплитудах гармонического воздействия (в центре), спектров колебаний тока (слева) и фазовых портретов на плоскости ток-напряжение (справа) для двух видов колебаний.


Нелинейность проявляется с ростом амплитуды колебаний. Резонансная кривая изгибается в область низких частот, а ее низкочастотный склон кривой делается более крутым. С дальнейшим увеличением амплитуды воздействия 
[image: image51.wmf]A

, форма резонансной кривой еще более искажается и при некотором критическом значении 
[image: image52.wmf]A

 (линия 2 на рис. 5), низкочастотный склон приближается к вертикали. При еще больших амплитудных воздействиях на резонансной кривой образуется область гистерезиса
 (закрашенная область, ограниченная разделившейся кривой 3 на рис. 5). В области гистерезиса 
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 сосуществуют два варианта колебаний (рис. 4) при одинаковых значениях параметров (частоты и амплитуды воздействия), а выбор варианта определяется начальными условиями – увеличивалось или уменьшалось значение частоты воздействия при заходе в эту область. В этом проявляется еще одно нелинейной явление – мультистабильность – существование нескольких вариантов поведения при одних и тех же условиях. В нашем случае, когда возможных варианта два – говорят о бистабильности.

Искажение синусоидальной формы колебаний и появление гармоник приводит к появлению дополнительных максимумов на резонансной кривой. Для них нормированная (деленная на частоту собственных колебаний) частота воздействия 
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Более простыми для изучения с помощью компьютера являются разностные уравнения (точечные отображения). Подробное описание нелинейных явлений в модельном отображении для цепи с диодом можно найти ниже в приложении 5 и статье [3], которую можно скачать с сайта www.nonlinmod.sgu.ru. Там же можно найти и скачать удобную демонстрационную программу, с помощью которой можно «попутешествовать» по миру нелинейных колебательных явлений.
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Рис. 5. Резонансные характеристики осциллятора Тогда при различных амплитудах гармонического воздействия: А1 <A2<A3.. Выше горизонтальной оси отложены значения частоты воздействия 
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, а ниже ее значение нормированное на частоту собственных колебаний (
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). Области гистерезиса выделены серым


Итак:

1) Нелинейность меняет форму колебаний – они перестают быть гармоническими, при гармоничности раскачивающей силы;

2) Колебания могут стать даже хаотическими;

3) Проявляется бистабильность и гистерезис, при изменении параметров;

4) Явление резонанса видоизменяется число максимумов резонансной кривой, кривая изгибается и терпит разрыв в области гистерезиса.
Часть 2. Цель работы и способы ее достижения.

2.1. Целью практической части работы является:

наблюдение нелинейных явлений в колебательном контуре с диодом при изменении амплитуды и частоты действующей на нее синусоидальной эдс.
2.2. Объект исследования колебательный контур с варакторным диодом.

Цепь, состоящая из катушки индуктивности и диода с p-n-переходом (полупроводникового конденсатора, см. приложение 3) представлена в радиоприемниках, телевизорах, различных электротехнических устройствах. В зависимости от величины напряжения на таком конденсаторе меняется его емкость
 C=C(U ) и протекающий через него ток i (см. рис. 13). На очень низких частотах и постоянном токе он эквивалентен нелинейному сопротивлению, а на частотах порядка кГц у диода проявляются и емкостные свойства, так что его эквивалентная схема представляет собой сочетание емкостей и сопротивлений (см. приложение 5 и рис. 6б, где кривой линией выделены нелинейные элементы). Катушка, представляет собой медный провод, намотанный на диэлектрическом каркасе, в который вставлен сердечник из карбонильного железа. Карбонильное железо – ферромагнетик, который при больших токах через катушку (при больших магнитных полях)
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	 Рис. 6. Колебательный контур с полупроводниковым конденсатором (а) и эквивалентная схема цепи, в которой диод представлен совокупностью нелинейных емкостей и сопротивлений. (б). Вид исследуемой цепи : 1 — источник синусоидальной эдс, 2 — варакторный диод, 3 — катушка, 4 — сердечник из карбонильного железа; (г) эквивалентная схема цепи: L и R  - параметры катушки, штриховой линией выделена эквивалентная схема диода.


приводит к ее «нелинейности» - зависимости индуктивности L от тока. Но в работе используются  небольшие токи и индуктивность можно считать постоянной (катушку – линейной). 

2.3. Экспериментальная установка и методы исследования.
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Установка состоит из макетной платы, на которой  расположены элементы будущего колебательного контура (катушка индуктивности, полупроводниковые диоды, конденсатор и резисторы). Фотография платы представлена на (рис. 7а). Индуктивность катушки L=38.4 мГн. Сопротивления резисторов: R1=3.6 кОм, R2=3 кОм, R3=2.2 кОм, R4=300 Ом, R5=20 Ом, R6=16 Ом, емкость конденсатора С=22 нФ. 
Макетная плата имеет вход и два выхода, которые представляют собой пару клемм. Ко входу подключается источник гармонической эдс 
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	Рис. 7. Фотография платы (а) и схема экспериментальной установки (б). На схеме элементы, расположенные на плате, очерчены серым прямоугольником. Источник синусоидальной эдс и осциллограф в лабораторной установке находятся в общем корпусе прибора GOS-620FG.


к осциллографу для  регистрации напряжения и тока. В осциллографе сигналы, пропорциональные напряжению и току после усиления подаются на горизонтально отклоняющие и (или) вертикально отклоняющие пластины осциллографа, а изображение на экране анализируется – рис. 7б.

Для получения сигнала, пропорционального току последовательно с диодом включается малое добавочное сопротивление Rдоб (рис. 7б). Напряжение на сопротивлении пропорционально силе тока i в цепи: Uдоб= Rдобi, Если величина R много меньше сопротивления диода, напряжение U между точками 1 и 3 приблизительно равно напряжению на диоде (между точками 2 и 3). В качестве Rдоб рекомендуется использовать R6, имеющее наименьшее на плате сопротивление.
Подавая напряжение U с выхода 1 на пластины, обеспечивающие развертку по горизонтали, а на вертикально отклоняющие пластины сигнал с выхода 2 (с Rдоб), на экране осциллографа можно сформировать кривую, характеризующую процесс протекания тока. Ее вид зависит от амплитуды и частоты воздействующей эдс. Так, если период эдс источника больше времен установления распределения носителей заряда в диоде, на экране получится нераздвоенная кривая (см. черную линию на рис. 14б), в которой специалисты сразу узнают статическую вольт-амперную характеристику (ВАХ) полупроводникового диода. Это означает, что в этом режиме емкость на эквивалентной схеме диода рис. 6б пренебрежительно малы, и диод представляет собой переменное активное сопротивление. С увеличением частоты воздействия его период становится сравнимым со временем инерционности процессов в диоде – линия на портрете раздваивается, сигнализируя о существенной роли емкости в эквивалентной схеме диода (рис. 6б). В приложении 4 методика построения портретов на экране осциллографа, рассматривается более подробно.
Частота воздействия ω регулируется соответствующими элементами управления генератора. Напряжение с элементов изучаемых цепей подаются на первые X и вторые Y входы каналов осциллографа (гнезда 24 и 37). В режиме внутренней развертки, на горизонтально отклоняющие пластины подается пилообразное напряжение от специального генератора, на экране этого осциллографа можно наблюдать зависимости изменения напряжений и токов от времени сигналов U(t) и i(t). В положении 
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 ручки №29, сигнал U(t) подается на горизонтально отклоняющие пластины электронной трубки. В итоге на его экране наблюдается проекция фазового портрета  на  плоскости U-i.  
 При затруднениях с использованием прибора читайте описание и методичку «Осциллограф для начинающих».
Часть 3. Практическое задание.

3.1. Познакомьтесь с приборами. 
Познакомьтесь с органами управления генератора и осциллографа, которые объединены в приборе GOS-620FG. Для этого воспользуйтесь описанием прибора или выпиской из описания с указанием назначения ручек управления.  Тем, кто умудрился не познакомиться с осциллогафом в школе и на занятиях в физическом практикуме мы предлагаем воспользоваться описанием принципов работы электронного осциллографа в методичке для начинающих.
3.2. Исследуйте последовательную RС–цепь.

Соберите на макете схему, представленную на рис. 8, используя в качестве R резистор с сопротивлением много большим сопротивления R6, которое играет роль добавочного сопротивления. Включите установку, установите значение частоты генератора 5 кГц (период 
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 с), и амплитуду генератора 5 В. В режиме внутренней развертки пронаблюдайте форму напряжений на выходе макета, особенно обратив внимание на фазы сигнала. Включить осциллограф в режим 
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 и зарисовать фазовый портрет.
Провести измерения для значений частоты генератора 100 Гц, 1кГц, 40кГц. Объяснить результаты.
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	Рис. 8. 


3.3. Наблюдение вольт–амперных характеристик диода.

Замените конденсатор диодом рис. 9. Пронаблюдайте форму зависимости напряжения и тока диода от времени при трех различных напряжениях на выходе генератора, на частоте 5 кГц, а затем включить осциллограф ручкой №29 в режим 
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 и зарисовать фазовые портреты. Опишите изменения в форме портрета по мере увеличения эдс, устанавливая значения частот генератора 100 Гц, 1кГц, 40кГц., и объяснить результаты.
	Рис. 9. 
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3.4. Изучение резонансные свойства контура и явления гистерезиса. 

Собрать на макете схему, представленную на рис. 10а. Собрать и исследовать цепь рис. 10б – колебательный контур, состоящий из катушки L, сопротивления R5 и диода D, расположен на плате. Цепь возбуждается гармоническим сигналом.
Включите установку, установите значение частоты генератора 40 кГц, а затем:
а) По осциллографу установите амплитуду генератора такой, при которой форма напряжения и тока на диоде близка гармонической. Получите и зарисуйте резонансную кривую, для данного значения амплитуды возбуждения. По резонансной характеристике оценить резонансную частоту и определить емкость диода, если L=38.4 мГн, а 
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б) Увеличивая значение амплитуды воздействия, снять несколько резонансных кривых (аналогичных представленным на рис. 5 для осциллятора Тода) и объяснить их. Указать область бистабильности и гистерезиса.

	а)
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	Рис. 10.


в) При большой амплитуде воздействия приведите фазовые портреты и временные зависимости колебаний тока и напряжения на диоде на частоте соответствующей середине области гистерезиса при подходе к этой частоте из области низких и высоких частот.

3.5. Наблюдение нелинейных колебательных режимов в цепи.

Используя, описанную ранее схему (рис. 10) установите частоту генератора 45 кГц. По фазовым портретам и временным зависимостям опишите колебательные режимы, которые наблюдаются при увеличении эдс гармонического воздействия от малых величин до максимально возможных для данной установки (зарисовать фазовые портреты и временные зависимости тока и напряжения на диоде).
Часть 4. Дополнительный материал.
Приложение 1. Линейность и нелинейность функций и уравнений.

На чувственном уровне слово «линейный»  ассоциируется с прямой линией, с пропорциональным изменением причины и следствия, неизменным курсом. Функции x(t), которые по определению  ставят в соответствие значениям t значения x, если они линейны  имеют график   в виде прямой, как на рис. 11а. Все остальные (!) функции, включая изображенные на рис. 11б, в, г – нелинейны. Однако, как правило, понятие нелинейного (явления, процесса, устройства) связано не с видом функции, отражающей вид зависимости от времени, а с уравнением,  решением которого функция является. 
Рассмотрим примеры уравнений и их решений с помощью того же рис. 11. Все уравнения, графики решений которых приведены на рис. 11, линейны: а) 
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, а решения большинства из них – нелинейные функции.  Линейны все перечисленные дифференциальные уравнения.
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Рис. 11: а) линейная функция; б, в, г) примеры нелинейных функций.

Что же общего во всех только что представленных уравнениях? Посмотрите - в них присутствуют только первые степени переменной x и ее производных 
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. То есть, в уравнениях отсутствуют члены с x2, x3,…, со степенями производных 
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 , произведения  вида 
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 , тригонометрические функции  и другие комбинации
. 
Более строго «линейность» определяют, как подчинение принципу суперпозиции: если функции 
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 являются решениями уравнения, то и их линейная комбинация 
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 – это тоже решение, т.е. будучи подставлена в уравнение вместо 
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, она превращает его в тождество. 
Итак. Линейны уравнения, подчиняющиеся принципу суперпозиции. В правых и левых частях таких уравнений могут стоять только первые степени динамической переменной и ее производных: x, 
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, но там не должно быть их более высоких степеней и произведений. 
Приложение 2. Электрическая цепь.
Для рассмотрения реальных токопроводящих конструкций в теории цепей используется идеализированное представление электрической цепи. Это – соединенные проводами конструктивные элементы, в которых сосредоточено электромагнитное поле или энергия этого поля преобразуется в другие виды энергии. При этом провода, которые представляются  на схемах линиями, считаются короткими, лишенными полей, исполняющими лишь роль соединения, а реальные элементы заменяются эквивалентным
 набором С, L и R . Для описания электромагнитных явлений в такой идеализированной цепи достаточно понятий силы тока I, напряжения U и электродвижущей силы e, а модельные уравнения составляют на основе уравнений Кирхгофа. Такие модели подходят для описания реальных цепей, если геометрическая длина цепи много меньше длины электромагнитной волны 
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 м/c , а T – характерный временной масштаб (период) протекающих процессов. Так как промышленные электротехнические частоты достаточно малы (50Гц в России, 60 Гц в США), а соответствующие длины волн λ исключительно велики (десятки тысяч километров), представления теории цепей вполне работоспособны при решении типичных электротехнических задач, когда длины цепей не превышают «сотен метров».
Приложение 3. Варакторный диод – полупроводниковый конденсатор.
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	Рис. 12. Структура диода с p-n переходом (а); распределение примесей вдоль варакторного диода с плавным переходом (б); качественный вид распределения примеси в базе варакторного диода (в); качественный вид вольт-амперной  и вольт-фарадной диода (C -дифференциальная емкость) (г).


 Наиболее популярным элементом с управляемой емкостью является полупроводниковый варакторный диод (варактор), который мы используем в экспериментальной части работы. Свойства полупроводниковых диодов с p-n-переходом распределения концентрации носителей заряда - электронов n и дырок p - вдоль образца (вдоль оси x на рис. 12). Это определяется распределением примесей (акцепторов и доноров), вносимых в образец с собственной проводимостью при изготовлении диода. На рис. 12б видно, что концентрации носителей заряда слева и справа от перехода разные. Область, концентрация носителей в которой больше, называют эмиттером, а где меньше – базой. В отличие от выпрямительных диодов, профиль распределения примесей для которых представлен на рис. 12б, в варакторных диодах, концентрация примесей в базе имеет максимум вблизи области перехода, рис. 12в [4]. Эта особенность позволяет улучшить емкостные свойства диода. Наличие электрических полей в области непосредственно перехода (заштриховано на рис. 13а) и конечное время существования избыточного заряда в базе после протекания прямого тока приводят к сдвигам по фазе переменного напряжения на диоде и тока через него, что придает его сопротивлению емкостной характер.  Емкостные свойства по-разному проявляются на различных частотах колебательных процессов. В диапазоне частот порядка единиц и десятков кГц эквивалентное представление варакторного диода приведено на рис. 6б. Типовые вольт-амперная (ВАХ) и вольт-фарадная (ВФХ) характеристики такого диода представлены на рис. 12г. Емкость, проявляющаяся при отрицательных напряжениях, связанна с барьером и называется барьерной, а с базой – диффузионной, она больше, чем барьерная (рис. 6б), но появляется при положительных напряжениях, когда параллельное ей активное сопротивление диода мало. Так как величины сопротивления и емкости зависят напряжений и токов, это приведет к нелинейности уравнений, описывающих процессы в электрической цепи с диодом т.е. этот элемент нелинеен,  нелинейны емкости и сопротивления в его эквивалентной схеме 
Приложение 4. Методика исследования – построение фазовых портретов.

В работе используется графическое представление на плоскости, которое давно и успешно используется в радиотехнике, электротехнике, в теории колебаний. По осям координат x и y  откладываются значения рассматриваемых процессов,  например, зависимостей напряжения U(t) и тока i(t) от времени t. По получившейся картине на плоскости  (будем называть ее «портретом» по аналогии с «фазовым портретом» - известным  термином теории колебаний) судят о характере рассматриваемых процессов
. Так,  если 
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- гармонические функции времени, в зависимости от сдвига их фаз 
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 на плоскости изобразится эллипс с разным соотношением величин полуосей – от наклонной прямой линии до эллипса с горизонтально-вертикальными осями. Для синфазных процессов c 
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=0 (например, тока и напряжения на активном сопротивлении R)  
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	Рис. 13. а) Жирный овал - портрет на плоскости XY двух гармонических процессов X и Y одной частоты с отношением амплитуд 8:5 при разных сдвигах фаз (
[image: image91.wmf]=
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0; 0,5; 1,5) при равенстве частот. б) фазовый портрет  диода с p-n-переходом на плоскости i -U на частотах порядка 1 кГц; раздвоение линий в области небольших отрицательных напряжений говорит о  емкостном  характере сопротивления. 


на плоскости нарисуется отрезок прямой, а для 
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2 , как для тока и напряжения на емкости, при A=B «портрет» вырождается в круг
  – рис. 13.
Учитывая, что сдвиг по фазе между током через элемент и напряжением на нем зависит от характера сопротивления элемента, по «фазовому портрету» можно оценить характер сопротивления (активное, реактивное, имеет емкостной или индуктивный характер).  Это можно делать даже если процессы не гармонические. В  общем случае  форма портрета будет не такая простая, как на рис. 13а, но если сдвиги фаз всех одинаковых гармоник равны нулю, то на портрете будет линия, в общем случае кривая. Например, на рис. 13б приведена зависимость тока через диод от синусоидально изменяющегося напряжения. Разделение линий, соответствующих увеличению и уменьшению напряжения (см. черную и серую линии) говорит  о реактивном характере сопротивления элемента в области отрицательных напряжений, а изгиб портрета - говорит о нелинейности диода (см. рис 13б). 

Приложение 5. Дискретная модель нелинейной LR-диод цепи. 

Значительно более простыми для исследования, чем дифференциальные уравнения являются уравнения разностные (точечные отображения). Такая модель для исследуемой LR-диод цепи, периодически возбуждаемой импульсами, описана в [3], а программу для ее изучения можно скачать с сайта http://www.nonlinmod.sgu.ru/student.htm: 
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где А – амплитуда воздействия, 
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 – нормированная частота воздействия (T1 – период собственных колебаний, T – период воздействия), 
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 – коэффициент линейной диссипации, ( – коэффициент нелинейности. Здесь xn – значение переменной в момент времени n = 0, 1, 3, … (его называют дискретным временем), а xn+1 – значение переменной в следующий дискретный момент времени (на оси непрерывного времени t он расположен через период воздействия T). Величины d, A, N, β – являются параметрами – их мы можем поддерживать постоянными или выбирать их значения.

На двумерных плоскостях, на координатных осях которых отложены значения тех или иных параметров удобно изображать карты режимов – выделять цветом или с помощью линий области значений, при которых устанавливается тот или иной колебательный режим. Рассмотрим карту (рис. 14), построенную на плоскости параметров воздействия A, N. Бросаются в глаза цветные «языки», структуры которых качественно подобны. Это области сложных колебаний на базе различных цикл
. В крайней правой области эволюционирует цикл 
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 периода 1T. Его спектр и портрет в колебательном контуре с диодом см. на рис. 4. Эти колебания в правой области существуют при значениях параметров, выделенных белым; кроме них существуют колебания периода 2T (голубой сектор), 4T (зеленый), 8T (желтый), … и хаотические колебания (выделено красным). Ближе к левому краю плоскости параметров располагаются области режимов на базе циклов 
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 и т.д., изначально имеющих базовый период 2T, 3T, …. Эти области имеют качественно одинаковую структуру – они подобны друг другу и самоподобны. Самоподобие означает устройство по типу куклы «матрешки»: основной конструктивный элемент, представленный на черно-белых фрагментах рисунка, дублируется во всё более мелких масштабах; он просматривается во всех цветных «языках» и их фрагментах. Но, в отличие от «матрешки», границы составляющих элементов которой не пересекаются, области существования различных видов колебаний накладываются друг на друга (см. рис. 14). При значениях параметров, соответствующих областям пересечения цветных «языков», в системе могут установиться несколько различных видов колебаний. Этот нелинейный феномен получил название мультистабильность. Если таких режимов два, говорят о бистабильности. Выбор одного из мультистабильных видов колебаний определяется заданием начальных условий. Если перемещаться по карте плавно,  при переходе через область бистабильности будет наблюдаться гистерезис. Греческое слово «гистерезис» (отставание, запаздывание) используется физиками в ситуациях, когда величина, характеризующая состояние объекта наблюдения, неоднозначно зависит от внешних условий. У нас с этим словом связано то, что при попадании в область бистабильности, которая расположена на склоне резонансной кривой (см. рис. 5) слева устанавливается один вид колебаний, а справа – другой. Другими словами, при увеличении N реализуется нижняя ветвь резонансной кривой, а при уменьшении – верхняя.
В областях мультистабильности можно встретить более сложные варианты гистерезиса.

	[image: image119.png]




	Рис. 14. Карты режимов на плоскости параметров A,N , где различные цвета соответствуют периоду колебаний, большему периоду воздействия в количество раз, приведенных внизу рисунка. Средние фрагменты уточняют форму границ областей.



При достаточно больших (, когда амплитуда колебаний с ростом А становится значительной, в системе устанавливаются различные виды хаотических колебаний. Кроме беспорядочности, такие движения обладают большой чувствительностью к изменению начальных условий. В этом можно убедиться, если, не меняя значений параметров, повторить расчеты xn(n) после сколь угодно малого изменения начальных условий 
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. В результате обнаруживается быстрое нарастание расхождения между новой и старой реализациями с течением времени, хотя вначале они почти совпадают. Этот факт очень важен для понимания феномена динамического хаоса. Он был осознан научным сообществом сравнительно недавно, и открытие его признано одним их важнейших достижений науки в двадцатом веке. 

Приложение 6.  Спектр, гармоники. 
Теорема Вейерштрасса (она ждет вас в курсе мат. анализа) говорит, что любая периодическая функция с периодом 
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 (и соответственно частотой 
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) может быть представлена с помощью суммы гармонических сигналов (гармоник, высших гармоник) с периодами 
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 и т. д. (частоты соответственно будут 
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, …). Если заданы амплитуды и начальные фазы этих гармоник, говорят, что известны амплитудный и фазовый спектры сигнала, которые изображают на графиках: амплитуда или фаза гармоники – частота. Часто вместо амплитуд гармоник используют их квадраты S и называют эту структуру спектром мощности (см. рис. 4 слева). Так, синусоида с частотой 
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имеет единственный пик в спектре на частоте 
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. Если рассматриваемая функция не периодическая, набор гармоник бесконечен (спектр сплошной, т.е. гармоники расположены бесконечно близко). 
Если функция удвоила (утроила, учетверила и т.п.) свой период (например в синусоиде вырос каждый второй, или  третий, или четвертый   горб), появляются гармоники, имеющие  частоты меньше основной - субгармоники.
Зачем нужно считать спектры сигналов? Во-первых, это позволяет по-новому взглянуть на сигнал, лучше понять его природу, найти характерные частоты сигнала (если их несколько, то по виду самого сигнала сделать это может быть затруднительно). Например, складывая две синусоиды с разной частотой и начальной фазой можно добиться весьма разнообразных форм сигнала. В спектре же у всех этих сигналов будет всего два пика. 

Итак. Любое искажение гармонического сигнала означает появление гармоник.

Для тех, кто хочет лучше понять, что такое гармоники и спектр сигнала в этом приложении вы найдете объяснения, учебные задания, а  обучающие программы к ним на сайте www.nonlinmod.sgu.ru, в учебном пособии Т.В. Диканева.
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Контрольные вопросы.

1)  Какие функции  и уравнения называют линейными? Линейны ли уравнения: 
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2)  Какие явления, процессы, эффекты называют нелинейными?  Какие из перечисленных эффектов следует отнеси к нелинейным:  а) заряд конденсатора от источника постоянного напряжения, б) появление высших и субгармоник  в цепи возбуждаемой  гармонической эдс,  в) гистерезис при изменении параметров?
3)  Покажите нелинейные слагаемые  в уравнении (5).

4)  Как связаны между собой напряжение и ток в подключенной к источнику гармонической эдс последовательной цепи, содержащей только два резистора, и какие изменения внесет замена одного резистора на конденсатор (рис. 8)? Нарисуйте фазовые портреты на плоскости i-U?
5)  Как на схемах подчеркивается нелинейность элемента? В чем отличие эквивалентной схемы полупроводникового диода от схемы резистора (кусочка графита или отрезка металлического проводника с большим сопротивлением) и плоского конденсатора ?
6)  Источники нелинейности в цепи (рис. 6а). Какие механизмы определяют нелинейность диодов с p-n-переходами?

7)  Почему с схеме рис. 1б имеется сопротивление R, тогда как в цепи рис. 1а, резистора нет? Поясните различие эквивалентных схем цепей, представленных на рис. 1а и 6а.

8)  Какое явление называют резонансом? О собственных или вынужденных колебаниях при этом идет речь?

9)  Чем отличаются резонансные кривые линейного и нелинейного LRC колебательных контуров (когда параметры цепи не зависят от токов напряжений и когда емкость растет с увеличением напряжения на обкладках конденсатора)?  

10)  Чем вызваны дополнительные максимумы на резонансной кривой 5.

11)  Какие виды (режимы) колебаний наблюдаются в колебательном контуре с диодом с увеличением амплитуды возбуждающей эдс на частоте близкой к линейной резонансной?

12)  Поясните схему экспериментальной установки и практическое задание.

Источники опасности и правила безопасной работы.

1.  Основным источником опасности в работе является сеть переменного напряжения 220 В, а также высокие постоянные напряжения внутри корпусов приборов.

2.  Студентам запрещается вскрывать приборы, вынимать шнуры питания, менять предохранители и отсоединять заземляющие провода. Это могут делать лишь инженеры, обслуживающие установку.

3.  Рекомендуется прикасаться к приборам лишь одной рукой, не соприкасаясь с заземляющими проводами и шинами.

4.  Включение и отключение установки производит инженер или преподаватель.
Рис. 7





� EMBED PBrush  ���








б)








� Так, например, в уже упомянутом ферромагнитном сердечнике  количество элементарных магнитиков (зон намагничивания -  доменов) конечно, и когда они под  действием внешнего магнитного поля  все  повернутся и сориентируются по внешнему полю, пропорциональный рост  индукции  B  от тока I  катушки прекратится – ее индуктивность L станет зависеть от тока I, потребуется нелинейное описание.


� В одном из лучших научно-популярных журналов в мире – Scientific America- в статье, посвященной этой цепи, говорилось, что «контур с диодом должен стоять в каждой научной лаборатории , как в доме цветы на подоконнике».





 � Конденсаторы – система двух электродов, которые заряжают противоположными зарядами - например, на одном электроде набирают электроны и «пересыпают » на второй электрод.  Форма электродов такова, что электрическое поле оказывается сосредоточенным (заключенным, сконденсированным) только в пространстве между ними. Наиболее популярны плоские параллельные пластины и две соосные трубки разного диаметра на общей оси. Промежуток между обкладками может быть пустым или заполнен диэлектриком. Современные конденсаторы чаще представляю себя изготовленные по полупроводниковым технологиям диоды с p-n-переходами.


�  Магнитный поток � EMBED Equation.3  ���, где B - индукция магнитного поля,  S - площадь площадки,  α - угол между вектором индукции и нормалью к площадке. 


� Такое может быть, если, например,  диэлектрик конденсатора мягкий упругий и  разноименно заряженные обкладки могут сближаются по мере увеличения q,  или  если диэлектрическая проницаемость диэлектрика между обкладками зависит от напряженности электрического  поля в нем, или если используется полупроводниковый конденсатор (варактор, см. приложение 3).


� Приставка «суб», происходящая от латинского «sub» (под). Частоты субгармоник меньше частоты воздействия.


� Вспомните петлю гистерезиса на плоскости «напряженность-индукция» магнитного поля при намагничивании ферромагнитного образца, знакомую Вам по курсу физики.


� Переключая  телевизионные каналы, мы меняем напряжение на диоде, а следовательно и емкость в колебательном контуре, тем самым смещая его резонансную частоту,  выделяя из спектра сигналов в эфире нужный.


� Заметим, что линейные неавтономные (с явной зависимостью от времени) уравнения могут включать в себя нелинейные функции независимой переменной (времени). Например, уравнение, описывающее процессы в колебательном контуре при воздействии гармонической эдс содержит �EMBED Equation.3���. 





� Эквивалентным – в смысле равноценным, обладающим похожими  свойствами. Эквивалентная схема – схема соединения  некоторого числа С, L и R , обладающая аналогичными свойствами, что и реализует цепь.


� В радиотехнике это используется для сопоставления частот сигналов (метод фигур Лисссажу), в электротехнике – для определения сдвига фаз, в теории колебаний - для иллюстрации характера движения и построения графических образов видов колебаний (фазовых портретов). Последнее представление наиболее универсальное, поэтому мы его и используем в работе, а реализуем с помощью электронного осциллографа.


� Можете убедиться в этом с помощью обучающей программы П.Гришина (SP_beg), которую можете скачать с сайта вместе с этим методическим пособием: www.nonlinmod.sgu.ru.  








� Цветную картину рис. 15 можно скачать с сайта
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