Задание к работе «Фракталы»
Цель работы: знакомство с фракталами и понятием фрактальной размерности.

Фракталы – геометрические объекты (линии, поверхности, тела), имеющие сильно изрезанную форму и обладающими самоподобием. Изрезанность означает, что, уменьшая масштаб рассмотрения, мы будем видеть все более и более мелкие детали. Самоподобие означает, что фрактал одинаково устроен в широком диапазоне масштабов: мелкие детали, видные на малых масштабах подобны более крупным, видимым на больших масштабах.

Примеры фракталов:
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Рис.1. Кривая Коха
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Рис.2. Участок побережья Норвегии.

Классические представления о размерности, по которым линии имеют размерность 1, участки поверхности – размерность 2, объемные фигуры – размерность 3 и т.д., не применимы к фракталам. С математической точки зрения размерность линии 1 означает, что для задания точки на ней достаточно указать одну координату (например, расстояние от точки, взятой за начало координат), для задания точки на плоскости нужно две координаты, в объеме – три и т.д. 

Фрактальные линии, изображенные на рис. 1 и 2 имеют бесконечную длину, задать положение на такой линии одной координатой невозможно. Поэтому считается, что их размерность больше единицы. С другой стороны их площадь равна нулю, поэтому и приписывать им размерность 2, как участкам поверхности не следует.
Обобщением классического понятия размерности является фрактальная размерность. Рассмотрим кривую на плоскости (рис.3). Покроем участок плоскости сеткой из квадратов размера 
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. Подсчитаем количество 
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 квадратов, через которые проходит кривая.
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Рис.3. Покрытие плоскости квадратами и оценка длины линии.

Будем уменьшать размер 
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 и смотреть, как будет меняться 
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. При малых размерах связь будет следующей:
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 - длина линии.
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Рис.4. Участок плоскости, ограниченный линией и его покрытие квадратами.

Аналогичным способом можно покрыть участок плоскости (рис.4). Здесь зависимость количества покрывающих участок квадратов от их размера будет следующей:
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 - площадь покрываемого участка. Точно также для объемной фигуры (покрываемой уже кубами со стороной 
[image: image13.wmf]a

) получим
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Можно записать общую формулу
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где D – размерность объекта. Это и есть обобщенное понятие размерности, применимое, в том числе, и к фрактальным объектам.
Задание 1. С помощью программы Fractal.exe оцените фрактальную размерность гладкой кривой, участка плоскости и участка побережья Норвегии. Для этого:

1) Получите зависимость количества квадратов 
[image: image16.wmf]N

, которые покрывают исследуемый объект (кнопка «Оценить длину»), от их размера 
[image: image17.wmf]a

 (масштаба рассмотрения). Рекомендуемые величины масштабов – 50, 25, 10, 5, 3.
2) Постройте график этой зависимости в двойном логарифмическом масштабе (то есть зависимость 
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 от 
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).

3) Оцените угол тангенс угла наклона этой зависимости. Это и будет оценка фрактальной размерности, так как, взяв логарифм от обеих частей формулы (4), получим
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то есть график должен быть прямой линией, с угловым коэффициентом равным 
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.

Примечание: тангенс угла определяется из прямоугольного треугольника с вершинами в нанесенных на график точках, как отношение противолежащего катета к прилежащему (рис.5):
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Рис.5. Определение тангенса угла наклона прямой.
Задание 2. Рассмотрите процедуру получения фрактала «Кривая Коха». Для этого изменяйте параметр количество итераций и нажимайте на соответствующую кнопку. Если длину линии, которая получается при числе итераций 1 взять за единицу, то чему будет равна длина лини после 2-й и 3-й итерации? Найдите формулу для длины этой линии после n-й итерации.
Задание 3. Подумайте, почему форму, близкую к фрактальной, имеют следующие объекты окружающей нас природы:

1) Деревья (будет хорошо, если для них придумаете несколько причин).
2) Легкие млекопитающих.
3) Кровеносная система.

4) Кора головного мозга представляет собой тонкую (несколько миллиметров) поверхность, которая, многократно изгибаясь, формирует поверхность, оценка фрактальной размерности которой близка к 3. Подумайте почему.

5) Облака, горы, дельты рек.

6) Колонии некоторых одноклеточных организмов.

7) Интернет.
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