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Системы с запаздыванием, в том числе связанные, стали популярными моделями раз-
личных физических и биологических объектов. Нередко одна или несколько переменных
таких моделей недоступны для прямого измерения, их называют скрытыми. Однако ре-
конструкция моделей по экспериментальным сигналам при наличии скрытых перемен-
ных может быть полезна для целей верификации моделей и косвенного измерения. В
данной работе рассмотрена задача восстановления параметров ведущей и ведомой си-
стем и скрытой переменной ведущей системы по временному ряду ведомой системы в
ансамбле двух систем с запаздыванием первого порядка.

Использован метод начального условия, когда начальные условия для скрытой пере-
менной рассматриваются как дополнительные неизвестные параметры. Метод был адап-
тирован для систем с запаздыванием: вместо одного начального условия рассматривался
вектор начальных условий.

Показано, что временной ряд ведущей системы, параметры нелинейной функции обе-
их систем и параметр связи можно реконструировать по реализации ведомой системы в
периодическом режиме, если стартовые догадки для скрытой переменной задавать, ис-
пользуя априорную информацию о модели. Исследовано пространство стартовых дога-
док для параметров.

Показано, что при отклонении стартовых догадок для обоих параметров нелинейной
функции на 50 % от истинных значений в обе стороны вероятность успеха реконструк-
ции значима и составляет в рассмотренном случае более 1/4.

Показана принципиальная возможность реконструкции систем с одним запаздывани-
ем при наличии скрытых переменных по скалярной периодической реализации.
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Time-delayed systems, including coupled ones, became popular models of different physical
and biological objects. Often One or few variables of such models cannot be directly measured,
these variables are called hidden variables. However, reconstruction of models from experimental
signals in presence of hidden variables can be very suitable for model verification and indirect
measurement. Current study considers reconstruction of parameters of both systems and hidden
variable of the driving system from time series of the driven system in ensemble of two
unidirectionally coupled first order time-delayed systems.

Initial condition approach was used; this method considers initial conditions for hidden
variables as additional unknown parameters. The method was adapted for time-delayed systems:
vector of initial conditions was used instead of a single initial condition.

Time series of the driven system, parameters of nonlinear function of both systems and the
coupling coefficient were shown to be reconstructable from a time series of driven system in
periodical regime, if starting guesses for the hidden variable were set using a priori information
about the model. The space of starting guesses for parameters was studied; the probability
of successful reconstruction was shown to be approximately 1/4 for starting guesses for
parameters distant from their true values in 50 % of their absolute values.

The fundamental possibility of reconstruction of system with one time delay in presence
of hidden variables from scalar time series was shown.
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Введение

Наличие скрытых (недоступных для измерения) переменных различных мо-
делей, особенно, моделей биологических систем – достаточно распространённое
явление. Этому существуют несколько причин. В моделях, описывающих объекты
малого размера, измерение части переменных способно разрушить объект [1]. Ино-
гда измерения возможны, но запрещены из этических соображений. Так, никакая
адекватная современным представлениям модель абсансной эпилепсии [2] не может
быть построена без участия ядер таламуса, но измерить временной ряд электриче-
ской активности из таламуса невозможно ни с помощью поверхностной электроэн-
цефалографии, ни с помощью магнитоэнцефалографии, а внутричерепное введение
электродов не показано по медицинским соображениям пациентам с данной фор-
мой болезни. Иногда некоторые переменные возникают в модели в результате ряда
упрощений, например, перехода от пространственно-распределённой динамики к со-
средоточенной, как три переменные, отражающие задержанное поведение в шести-
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мерной модели нефрона [3]. Такие переменные не совсем физичны и, следовательно,
также не могут быть измерены.

Нередко для моделирования биологических объектов вместо обыкновенных
дифференциальных уравнений используются уравнения с запаздыванием. Классиче-
ской моделью контроля в физиологических системах являются уравнения Маккея–
Гласса [4]. Сходные модели использовались для описания эпилепсии в [5], посколь-
ку модели в виде уравнений с запаздыванием позволяют обойтись гораздо мень-
шим числом формальных динамических переменных и при этом описать множество
сложных эффектов. Наличие скрытых переменных в таких системах также возмож-
но, если система с запаздыванием представляется в виде нескольких уравнений, как
в модели лазера [6,7], либо в случае, когда имеются несколько связанных уравнений
с запаздыванием, причём измерение доступно только от одного (или не ото всех)
из них.

Реконструкция моделей по временным рядам при наличии скрытых перемен-
ных может быть источником ценной информации как о физически и биологически
значимых параметрах конкретного экземпляра данной системы, так и о скрытой ре-
ализации. То есть реконструкция в таком случае выступает, в первую очередь, в
качестве метода косвенного (неинвазивного) измерения (см., например, [1]), резуль-
таты которого могут быть далее полезны, например, для диагностики патологий или
оценки результатов лечения. Поскольку модель следует реконструировать в заранее
заданном виде, традиционные приемы реконструкции вектора состояния (например,
последовательное дифференцирование [8] или метод задержек [9]) не подходят, и
приходится использовать специализированные методы типа метода множественной
стрельбы [10]. Идея этих подходов состоит в том, что часть начальных условий
для скрытых переменных полагается дополнительными неизвестными параметрами
модели, а затем применяется глобальная оптимизация целевой функции, характери-
зующей отклонение модельных реализаций от наблюдаемых переменных.

Проблема применения методов, ориентированных на реконструкцию при на-
личии скрытых переменных, к системам с запаздыванием заключается в том, что
необходимо задать не один вектор начальных условий, а столько векторов, сколь-
ко уместится на интервале запаздывания при использованном шаге выборки. Чем
больше неизвестных векторов начальных условий и параметров системы, тем ниже
шансы на успех реконструкции, поскольку вместо глобального минимума метод мо-
жет сходиться к одному из многочисленных локальных [11]. Поэтому рассмотрение
нужно начинать с достаточно простого случая. Простейший из возможных случаев
– это реконструкция двух однонаправленно связанных систем с запаздыванием пер-
вого порядка по реализации ведомой системы. Именно исследовать применимость
методов реконструкции при наличии срытых переменных к таким ансамблям – цель
данной работы.

1. Модель

В качестве модели рассматривалась система из двух связанных осцилляторов
с запаздыванием вида

ẋ(t) = −x(t) + λx − x2(t− τ) + ky(t),

ẏ(t) = −y(t) + λy − y2(t− τ), (1)
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где τ – время запаздывания, общее для обоих осцилляторов; λx и λy – параметры
нелинейности; k – параметр связи. Сходная система уже рассматривалась в рабо-
те [12]. Параметр инерционности в нашем случае был взят равным 1, поэтому он
отсутствует в уравнениях (1).

Уравнения (1) решались методом Эйлера с шагом ∆t = 0.1, равным интервалу
выборки. В качестве наблюдаемой рассматривалась координата ведомого осциллято-
ра x. Параметры выбирались таким образом, чтобы соответствовать периодическому
режиму, например, λx = 2.4, λy = 2.55, k = 0.3, τ = 1. Пропускался переходной про-
цесс длиной в 100 единиц дискретного времени.

2. Метод

Для реконструкции системы (1) использовался простейший из методов, пред-
назначенных для работы со скрытыми переменными, – метод начального условия.
Это обусловлено тем, что более сложные подходы, предложенные в [10, 11], требу-
ют больше стартовых догадок для скрытых переменных, хотя и позволяют увели-
чить точность оценок. Но при реконструкции систем с запаздыванием для каждого
уравнения приходится задавать θ = τ/∆t стартовых догадок для переменных, что
довольно много. При реконструкции ОДУ достаточно было бы 1 стартовой догадки
на уравнение.

Дан временной ряд переменной x(t) – {xn}Nn=1 и известно время запаздыва-
ния τ (для систем в периодическом режиме его можно оценить по автокорреляцион-
ной функции [13, 14]). Поскольку структура уравнений (1) также считается извест-
ной, временной ряд скрытой переменной можно получить, зная θ начальных условий
и параметры. Так как они неизвестны, для них делаются стартовые догадки, которые
обозначим {y′n}θn=1. Также задаются стартовые догадки для параметров λ′x, λ′y и k′.
Все стартовые догадки вместе можно представить как вектор η⃗ длины (θ +K), где
за K обозначим, для общности, число неизвестных параметров,

η⃗ =
(
y′0, y

′
1, . . . , y

′
θ, λ

′
x, λ

′
y, k

′) . (2)

Теперь можно рассчитать модельную траекторию на всём времени наблюдения, ис-
пользуя в качестве начальных условий для переменной x наблюдаемые значения. Ко-
ордината x этой модельной траектории (обозначим её {ξn}Nn=θ+1) почти наверняка
(если только мы не угадали все значения параметров и начальных условий) не бу-
дет совпадать с наблюдаемым рядом {xn}Nn=θ+1 (оба ряду будут короче на величину
времени запаздывания). Тогда можно записать целевую функцию, характеризующую
суммарный квадрат отклонения модельной реализации от наблюдаемой,

S(⃗η) =
N∑

n=θ+1

(xn − ξn)2 . (3)

Для минимизации этой функции можно воспользоваться одним из классических ал-
горитмов [15]. В нашем случае можно использовать стандартный метод Ньютона,
поскольку градиент g⃗ и матрица Гессе Ĥ для функции (3) могут быть получены
численно. Для расчёта градиента методом центральной разности достаточно сделать
для каждой переменной ηi малую поправку δηi и рассчитать gi по приближённой
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формуле

gi ≈
S(η0, η1, . . . , ηi + δηi, . . . ηθ+K)− S(η0, η1, . . . , ηi − δηi, . . . ηθ+K)

2δηi
. (4)

Для этого придётся 2(θ+K) раз рассчитать модельную траекторию.
Аналогичным образом можно численно оценить каждую компоненту hi,j

матрицы Гессе Ĥ , но поправки нужно давать одновременно к двум компонентам
вектора η⃗

hi,j ≈ (Si+j+ − Si+j− − Si−j+ + Si−j−) /(4δηiδηj),

Si+j+ = S(η0, η1, . . . , ηi + δηi, . . . , ηj + δηj , . . . ηθ+K),

Si+j− = S(η0, η1, . . . , ηi + δηi, . . . , ηj − δηj , . . . ηθ+K),

Si−j+ = S(η0, η1, . . . , ηi − δηi, . . . , ηj + δηj , . . . ηθ+K),

Si−j− = S(η0, η1, . . . , ηi − δηi, . . . , ηj − δηj , . . . ηθ+K).

(5)

Для этого придётся рассчитать траекторию модели ещё 4(θ+K)2 раз.
Имея матрицу Гессе и градиент, можно вычислить вектор поправок ∆⃗η к стар-

товым догадкам, решив систему линейных уравнений

Ĥ∆⃗η = −g⃗. (6)

После этого нужно модифицировать стартовые догадки η⃗, добавив к ним вектор по-
правок, и рассчитать целевую функцию (3). Далее все действия нужно повторять уже
с новыми догадками. Критерием остановки может служить условие, когда догадки η⃗
на очередном шаге практически перестанут изменяться,∣∣∣S(⃗η)− S(⃗η+ ∆⃗η)

∣∣∣ < ε2, (7)

где ε – это точность, выбранная заранее.
Метод требует большого числа расчётов: (4(θ+K)2 + 2(θ+K) + 1) расчётов

реализации плюс решение системы (θ + K) линейных уравнений на каждом шаге.
Однако современные вычислительные машины вполне способны получить результат
за разумное время, поскольку в действительности сходимость может обеспечиваться
только при достаточно малых длинах ряда N и временах запаздывания θ.

3. Результаты

От системы (1) генерировалась реализация длиной в N = 100 точек (10 еди-
ниц безразмерного времени), что составляло около 3.5 периодов колебаний (рис. 1).
Реализации близки к монохроматическим. Далее задавались стартовые догадки y⃗′

для начальных условий в виде отрезка длиною θ = 10. Изначально все стартовые
догадки задавались идентичными и равными 0: y′i = 0, потом вместо 0 использовали
среднее значение по наблюдаемой координате x. Однако оба этих подхода не принес-
ли успеха даже при стартовых догадках для всех параметров, равных их истинным
значениям.
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Рис. 1. Временные ряды модели (1): реализация
ведущей подсистемы y(t) и ведомой подсисте-
мы x(t) при значениях параметров λx = 2.4,
λy = 2.55, k = 0.3, τ = 1

Рис. 2. Зависимость точности реконструкции па-
раметров ∆r системы (1) от стартовых догадок
для параметров нелинейности λx и λy при фик-
сированных стартовых догадках для параметра
связанности k′ = 0.3 и стартовых догадках для
скрытой переменной на времени запаздывания.
Белый цвет соответствует ∆r = 0, чёрный цвет –
∆r > 1, различные градации серого – промежу-
точным значениям 0 < ∆r < 1

Тогда было решено приблизить стар-
товые догадки к истинным значениям, ис-
пользуя априорные знания о модели (1).
Период колебаний подсистемы X состав-
ляет порядка 3 единиц безразмерного вре-
мени (30 точек), что существенно больше
времени запаздывания. В предположении,
что период колебаний ведущей подсисте-
мы Y несущественно отличается от пери-
ода подсистемы X , было решено ограни-
читься представлением исходных старто-
вых догадок в виде отрезка прямой ви-
да y′i = α1i∆t + α0, где значения па-
раметров α0 и α1 подбирались эмпири-
чески. Такой подход позволил восстано-
вить модель (1) при достаточно произволь-
ных стартовых догадках с высокой точ-
ностью. Например, для реализации, при-
ведённой на рис. 1, реконструкция уда-
лась при следующих стартовых догадках:
λ′x = 2.31, λ′y = 2.66, k′ = 0.21, α0 = 0.65,
α1 = 0.06. Реконструированные значения
параметров (обозначены знаком «тильда»)
составили λ̃x = 2.399949, λ̃y = 2.549957,
k̃ = 0.300044 при истинных значениях
λx = 2.4, λy = 2.55, k = 0.3.

Чтобы понять, насколько достигну-
тый успех реконструкции случаен, необ-
ходимо провести реконструкцию при мно-
гих различных стартовых догадках. В ра-
боте [11] ранее было показано, что для си-
стем, описываемых обыкновенными диф-
ференциальными уравнениями, на успех
можно надеяться даже при достаточно уда-
лённых от истинных значений стартовых догадках. Мы воспользовались предложен-
ным в [11] подходом: зафиксировали стартовую догадку для параметра связи, равной
истинному значению, стартовые догадки для скрытой переменной были выбраны в
виде отрезка прямой с коэффициентами α0 = 0.65, α1 = 0.06, а стартовые догадки
для параметров λx и λy варьировали в широких пределах. В качестве меры сходимо-
сти алгоритма было использовано нормированное на истинные значения расстояние
в пространстве параметров от реконструированных значений до истинных ∆r

∆r =

√√√√(λx − λ̃x
λx

)2

+

(
λy − λ̃y
λy

)2

+

(
k − k̃

k

)2

. (8)

Чтобы охарактеризовать двумерную зависимость ∆r(λ′x, λ
′
y), использованы градации

серого (рис. 2). На рисунке представлены результаты исследования сходимости ме-
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тода при 10000 различных стартовых догадок для параметров λx и λy. Достиже-
ние глобального минимума оценивалось по ошибке аппроксимации ε, значения ε
по порядку величины равные точности представления данных (6 знаков после де-
сятичного разделителя), рассматривались как признак того, что метод сошелся к
глобальному минимуму. Дополнительно контролировалась точность реконструкции
параметров. Из рисунка видно, что при отклонении стартовых догадок на ±50 % от
истинных значений параметров для более, чем четверти из них (27.46 % от общего
числа рассмотренных), метод сходится к глобальному минимуму.

Заключение

Реконструкция при наличии скрытых переменных – всегда довольно специ-
фичная задача, поскольку все существующие подходы предполагают глобальную оп-
тимизацию в пространстве довольно большой размерности за счёт включения стар-
товых догадок для скрытых переменных в число неизвестных параметров. Напри-
мер, при реконструкции систем Рёсслера и Лоренца в [10, 11] эта размерность со-
ставляла 4 или 5. В случае систем с запаздыванием эта размерность гораздо больше,
поскольку даже при наличии одной задержанной скрытой переменной нужно задать
стартовые догадки на всём времени запаздывания. В рассмотренном здесь доста-
точно простом случае размерность пространства, в котором осуществлялась опти-
мизация, равнялась 13. Однако глобальная оптимизация в пространстве такой боль-
шой размерности обычно очень затруднена наличием огромного числа локальных
минимумов.

В данной работе удалось добиться успеха для достаточно простой системы из
связанных систем с запаздыванием первого порядка с квадратичной нелинейностью,
благодаря сочетанию простоты рассматриваемого объекта и ряду алгоритмических
приёмов. Использование сравнительно короткого ряда увеличило шансы на сходи-
мость, как это было показано в [11]. Периодический режим колебаний в исследуемой
системе, в котором длина периода почти втрое превосходит время запаздывания, дал
возможность придумать несложную аппроксимацию в виде отрезка для всех старто-
вых догадок для скрытой переменной. Довольно большой коэффициент связи меж-
ду системами и близость частот собственных колебаний обеспечили значительное
влияние ведущей системы на ведомую, а значит, большой объём информации о ве-
дущей системе в сигнале ведомой, что помогло реконструкции по короткому ряду.
Сканирование в пространстве стартовых догадок для параметров нелинейной функ-
ции показало, что даже при ошибке по обоим параметрам в полтора-два раза можно
рассчитывать на успех примерно в четверти случаев. На практике этого достаточно,
поскольку возможности современной вычислительной техники позволяют провести
нужный перебор за разумное время.

В данной работе время запаздывания считается известным. К настоящему вре-
мени предложено уже довольно много подходов к его реконструкции для систем как
в хаотическом [16], так и периодическом [14, 17] режимах, а также для связанных
систем [12, 18]. Однако, даже если используемый метод даёт не совсем точное зна-
чение времени запаздывания, можно повторять процедуру реконструкции, используя
полученную этими методам оценку запаздывания как пробное значение. Перебор в
небольшом диапазоне вокруг исходной догадки не усложнит вычисления принципи-
ально, при этом истинному значению запаздывания будет соответствовать минимум
ошибки аппроксимации ε. Включать запаздывание в число неизвестных параметров
нельзя по двум причинам. Во-первых, от его величины зависит размер вектора стар-
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товых догадок для скрытой переменной: как проводить оптимизацию функции пере-
менного числа аргументов – неясно. Во-вторых, время запаздывания по построению
метода дискретно и изменяется кратно шагу выборки, а все остальные параметры
могут изменяться непрерывно.

Перспектива расширения предложенного подхода на более сложные системы
с запаздыванием зависит, в первую очередь, от того, насколько удастся учесть их
специфику. Главное – суметь составить вектор стартовых догадок для скрытых пере-
менных, поскольку даже в рассмотренном случае из 13 переменных, участвовавших
в оптимизации, 10 относились к скрытой переменной. Для систем в хаотическом
режиме нужно будет использовать подход для генерации стартовых догадок более
сложный, чем предложенный здесь, поскольку у таких систем на одно время запаз-
дывания будет приходиться, как правило, больше одного колебания.

Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда, грант
№ 14-12-00291.
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