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Рассмотрена задача интервального оценивания времени запаздывания связи между колебательны-
ми системами по наблюдаемым временным рядам. Показано, что известные асимптотические
оценки, основанные на эмпирической модели в виде системы фазовых осцилляторов первого по-
рядка и формализме максимального правдоподобия, могут приводить к ошибочным выводам о ве-
личине запаздывания в двух типичных ситуациях: 1) нелинейные низкоразмерные системы, фазы
которых хорошо определены, но значительные амплитудные флуктуации приводят к тому, что фа-
зовое приближение при описании динамики недостаточно; 2) системы, фазы которых определены
не вполне корректно из-за слишком больших амплитудных флуктуаций. Предложен способ эмпи-
рической диагностики проблематических ситуаций и модификация метода (огрубленная оценка),
обеспечивающая малую вероятность ошибочных выводов и в этих ситуациях. На эталонных систе-
мах с различными свойствами динамики (линейные стохастические осцилляторы, генераторы Ван-
дер-Поля, хаотические системы Ресслера и Лоренца) показана эффективность предложенного ди-
агностического критерия и огрубленной оценки.
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ВВЕДЕНИЕ
Фазовое приближение широко используется

при описании динамики колебательных систем в
радиофизике и теории колебаний (см., например,
[1–4]), а также в различных областях их приложе-
ний (см., например, [5, 6]). Благодаря снижению
размерности используемых моделей и сохране-
нию в них существенных свойств динамики, фа-
зовое описание оказывается эффективным под-
ходом для решения ряда задач, включая исследо-
вание условий синхронизации [6], генерации
хаотических режимов с требуемыми характери-
стиками [5] и др. Из-за высокой чувствительно-
сти фазы колебаний к наличию внешних воздей-
ствий на систему, анализ фазовой динамики ис-
пользуется для выявления связей между
колебательными системами по наблюдаемым вре-
менным рядам [7–11], что востребовано в различ-
ных областях исследований, от радиофизики [12]
до геофизики [8, 13] и биомедицины [8, 9, 14–17].
В рамках такого анализа важно иметь средства
для оценки времени запаздывания связи, напри-
мер, при определении времени распространения

возмущений в климатической системе [13] и при
распространении патологической активности в
мозге [9, 16]. При работе с относительно коротки-
ми временными рядами длительностью в несколь-
ко десятков характерных периодов, что типично на
практике, важно получить не только значение вре-
мени запаздывания (точечную оценку), но и обос-
нованную оценку его погрешности (доверитель-
ный интервал, интервальную оценку).

Разработке таких средств посвящен ряд недав-
них исследований [18–20], в которых методы
оценки основаны на построении эмпирических
моделей в виде системы фазовых осцилляторов
первого порядка. При выводе формул для интер-
вальных оценок [19, 20] используется то обстоя-
тельство, что в эмпирической модели будущие
флуктуации фаз определяются текущими значе-
ниями фаз и независимыми от них внешними шу-
мами – случайными процессами со спектром бе-
лого [19] или цветного [20] шума. Эта форма мо-
дели строго обоснована при выполнении
условий, что исследуемые автоколебательные си-
стемы в отсутствие связей и шумов демонстриру-

УДК 530.18

ДИНАМИЧЕСКИЙ ХАОС
В РАДИОФИЗИКЕ И ЭЛЕКТРОНИКЕ



РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА  том 62  № 3  2017

ОЦЕНКИ ВРЕМЕНИ ЗАПАЗДЫВАНИЯ СВЯЗИ 249

ют предельный цикл, а наличие связей и шумов
приводит лишь к его слабым возмущениям [1, 3].
Численные тесты показывают, что разработан-
ные оценки могут быть применимы при умерен-
ном нарушении указанных условий [21]. Однако
при их сильном нарушении, например, из-за на-
личия интенсивных шумов, ведущих к значитель-
ным амплитудным флуктуациям или из-за хаоти-
ческих режимов низкоразмерных нелинейных
систем, фазовое описание неполно, а модель фа-
зовых осцилляторов первого порядка является
весьма грубым приближением. Вполне вероятно,
что это приближение и в таких более трудных слу-
чаях окажется достаточным, а соответствующие
оценки времени запаздывания связи – примени-
мыми, но это предположение требует проверки. В
случае выявления ситуаций, ведущих к ошибоч-
ным оценкам, необходимо найти критерии для
распознавания таких ситуаций на практике, а
также поправки к имеющимся оценкам времени
запаздывания связи, расширяющие область их
применимости на такие проблематические слу-
чаи. Этим трем вопросам (выявлению проблема-
тических ситуаций, разработке диагностических
критериев и модификации оценок) посвящена
данная работа.

1. АСИМПТОТИЧЕСКАЯ 
ИНТЕРВАЛЬНАЯ ОЦЕНКА

А. Метод получения оценки
Согласно методу, развитому в работах [18–20],

по имеющимся временным рядам значений на-
блюдаемых величин  и  рассчитывают
значения фаз колебаний  и

 ( ,  – интервал выбор-
ки, N – длина ряда) при помощи одного из из-
вестных подходов, например, путем введения
аналитического сигнала [2]. Во всех рассмотрен-
ных ниже примерах мы будем использовать такой
подход. Затем строят модель фазовой динамики,
форму которой выбирают из тех соображений,
что фазовая динамика периодических автоколе-
бательных слабо связанных процессов, возму-
щенных слабыми шумами, описывается [3, 22]
стохастическими дифференциальными уравне-
ниями

(1)

где  – угловая частота колебаний (при ),
 – белый шум с нулевым средним и автокова-

риационной функцией (АКФ)  =

=   – время запаздывания связи.
Функции  определяют взаимодействие осцил-
ляторов и их собственную фазовую нелиней-
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ность. При анализе временных рядов удобно рас-
сматривать разностные уравнения, которые мож-
но получить путем интегрирования уравнений (1)
на интервале длительности 

(2)

где  – гауссовский шум с нуле-

вым средним и дисперсией  АКФ кото-

рого  (угловые скобки
означают математическое ожидание) спадает до
нуля на интервале от нуля до . Таким образом,
для оценки времени запаздывания связи нужно
построить модель вида (2) с тригонометрически-
ми многочленами невысокого порядка, коэффи-
циенты которых при каждом пробном  сле-
дует определять путем минимизации среднего по
времени квадрата остаточных ошибок модели

Достигнутое минимальное значение  за-
тем минимизируют как функцию  (рис. 1а).
Обозначим точку минимума  =

= . Для системы (1) несмещенной

оценкой времени запаздывания является скор-
ректированная величина , а
асимптотическая оценка ее дисперсии на основе
формализма максимального правдоподобия
определяется соотношением

(3)

где N ' – число статистически независимых значе-
ний  на длине временного ряда [19, 20]. Для исход-
ной системы (1) с белым шумом значения , разде-
ленные интервалом , являются независимыми, так

что . Если же АКФ шума , оценен-

ная по остаточным ошибкам модели (2), спадает
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сколько лучшую точность оценки [19–21] и будет
использовано далее. Для оценки второй производ-
ной в (3) зависимость  в окрестности точ-
ки минимума (шириной Q порядка характерного
периода, рис. 1a) будем аппроксимировать квадра-
тичной параболой (штриховая линия). При доста-
точной длине ряда оценка  распределена при-
ближенно по нормальному закону, так что
95%-ный доверительный интервал принимает вид

При этом ширина интервала .

Эффективность такой интервальной оценки
была показана в работах [19, 20] на примере си-
стемы связанных фазовых осцилляторов, находя-
щихся под воздействием белого или цветного шу-
ма. Однако эта оценка может давать ошибочные
результаты, если зависимость  не имеет
одного четкого определенного минимума
(рис. 1б, 1в). Такая ситуация возникает при ма-
лом уровне шума в “ведущем” осцилляторе 
(см. рис. 1б) или при большом уровне шума в “ве-
домом” осцилляторе  (см. рис. 1в). В обоих
случаях вид графика  определяется кон-
кретной реализацией шума , а не оцениваемой
связью.

Б. Пример применения оценки 
и методика численного исследования

Для иллюстрации оценки в случае систем, сла-
бо отличающихся от системы (1), и описания ис-
пользуемой далее методики исследования свойств
оценок рассмотрим однонаправленно связанные
генераторы Ван-дер-Поля:

(4)

где коэффициент связи  время запазды-
вания  угловые частоты 

 параметры  интенсив-
ность  шума  менялась в широком диапазоне,

. При определении амплитуд и фаз со-
отношениями  и  =
=  фазовая динамика ведомого ос-
циллятора описывается следующим (не укоро-
ченным) уравнением:
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Рис. 1. Иллюстрация метода оценки запаздывания по
ряду длиной 100 характерных периодов на примере
фазовых осцилляторов (1) с   в
случае однонаправленной связи с запаздыванием
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мов  и  с   (а); ,

 (б); ,  (в).

95

96

97

98

99

0 20 40 60

(в)

80 100

6.2

6.3

6.4

6.5

0 20 40 60

(б)

80 100

Δ1 → 2/Δt

2 2
2  × 10s

2 2
2  × 10s

1.6

2.0

1.8

2.2

2.4

0 20 40 60

(а)

Q

80 100

2 2
k  × 10s

1 0.95,ω = 2 1.05ω =

1 2 40 ,t→Δ = Δ 2 2 1( , )G ϕ ϕ 2 10.1sin( , )ϕ ϕ
1ξ 2ξ

1
0.36,Dξ =

2
0.01Dξ =

1
0.01Dξ =

2
0.04Dξ =

1
0.01Dξ =

2
0.64Dξ =



РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА  том 62  № 3  2017

ОЦЕНКИ ВРЕМЕНИ ЗАПАЗДЫВАНИЯ СВЯЗИ 251

(5)

2
2 22

2 2

2
2 2 2

2
2

1 0 2 1 0 21 2 2

2 2 2 2

(1 ( ) 2)
sin 2 ( )

2
( ) (1 cos 2 ( ))sin 4 ( )

8 2
cos( ( ) ( )) cos( ( ) ( ))( ) ( )cos ( ).

( ) 2 ( )

A td t
dt

A t tKt

t t t tKA t t t
A t A t

μ −ϕ = ω + ϕ −

μ + ϕ− ϕ + −
ω

ϕ − Δ + ϕ + ϕ − Δ − ϕ ξ ϕ− −
ω ω

Это уравнение для фазы можно представить как
фазовый осциллятор (1) с модуляцией парамет-
ров меняющимися амплитудами и модуляцией
шумов амплитудами и фазами. При этом в урав-
нении для амплитуды  есть зависимость от фа-
зы колебаний (которая здесь не представлена).
Если флуктуации амплитуд малы, то различия
между уравнениями (5) и (1) также малы. При
осреднении уравнений (5) на интервале τ, сопо-
ставимом с периодом колебаний, роль амплитуд-
ных флуктуаций несколько снижается. Таким
образом, и при варьирующих амплитудах можно
полагаться на применимость упрощенной моде-
ли (2) и соответствующих оценок времени запаз-
дывания связи.

В численных экспериментах временные ря-
ды были получены путем интегрирования урав-
нений (4) методом Эйлера с шагом 0.01. Для
оценки связей были использованы сигналы 
записанные с интервалом выборки 
(20 точек на периоде), длина ряда составляла N =
= 2000 (около 100 характерных периодов), пара-
метр  Фазы, введенные методом аналити-
ческого сигнала, близки при рассматриваемом
малом  к фазам, полученным тригонометриче-
ской заменой координат [6]. По ансамблю из
100 пар временных рядов подсчитывалась часто-
та  ложных выводов о величине , т.е. ситуа-
ций, когда  не принадлежит интервалу

 Оценка примени-
ма, если вероятность ложных выводов не больше
0.05, так как доверительный интервал 95%-ный.
При учете статистических флуктуаций частоты

, которая распределена по закону Бернулли,
допустимое пороговое значение  для исполь-
зуемого размера ансамбля составляет 0.1.

На рис. 2 приведены результаты оценок времени
запаздывания. Величина  при 
(рис. 2a, кривая 1) не превышает ожидаемый уро-
вень 0.1 (штриховая линия) при интенсивности
шума в ведущей системе . При этом и до-
статочно большие уровни шума в ведущем гене-
раторе не приводят к ошибкам: амплитудные
флуктуации в ведомом генераторе присутствуют,
но не велики, а график  демонстрирует
четкий минимум (рис. 2б). При  число

2A

1,2,x
0.3tΔ =

1.5.τ =

μ

ошf 0Δ
0Δ

кор кор
ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ[ 2 ; 2 ].

j k j kj k j k→ →→ →Δ ΔΔ − σ Δ + σ

ошf
ошf

ошf
2

0.09Dξ =

1
0.3Dξ >

2
2 1 2( )s →Δ

1
0.3Dξ <

Рис. 2. Оценивание времени запаздывания связи для
системы (4): а – частота ложных выводов в зависимо-
сти от уровня шума в ведущей системе для асимпто-
тического метода (кривая 1), для огрубленной оценки

(кривая 2); б – график  для отдельного ряда
при   в – аналогичный график
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ошибок становится большим, что на практике
может быть диагностировано по изрезанности
графика  (рис. 2в) аналогично рис. 1б. Та-
ким образом, как ожидалось, асимптотические
оценки применимы при небольшом отличии ди-
намики систем от (1). Рассмотрим теперь более
сложные варианты такого отличия.

2. НЕЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ 
С ХОРОШО ОПРЕДЕЛЕННОЙ ФАЗОЙ

А. Связанные системы Ресслера
В качестве примера низкоразмерных нелиней-

ных систем с возможностью как периодической,
так и хаотической динамики с хорошо определен-
ной фазой рассмотрим системы Ресслера:

(6)

где угловые частоты   
 параметр  меняли в широком диапазоне,

обеспечивая различные динамические режимы
[23], от цикла периода один через каскад бифурка-
ций удвоения периода до хаоса;  – белые шумы с

интенсивностями  Δ0 = 12 – время запаздыва-
ния связи,  – коэффициент связи. При определе-
нии амплитуд и фаз по формулам 
и  фазовая динамика ведомой си-
стемы описывается уравнением

(7)

Как видно из уравнения (7), для систем Рес-
слера и при нулевых  в приближенную модель
фазовой динамики вида (1) или (2) необходимо
ввести “шумовые” слагаемые, аппроксимирую-
щие влияния амплитуды и третьей координаты z.
Такие слагаемые иногда называют “эффективны-
ми фазовыми шумами”, а свойства таких “шу-
мов” в случае маломерных нелинейных систем
(особенно со сложной динамикой) могут быть
весьма нетривиальными [6, 24]. Это определяет
интерес к данной ситуации и может привести к
трудностям при применении асимптотической
оценки. При ненулевых  в системе (6) шумы в
фазовых моделях (1) или (2) являются аппрокси-
мацией комбинированного воздействия случай-
ных процессов  и неучтенных динамических
переменных исходной системы.

В численных экспериментах сигналы  были
получены, как в предыдущем примере (только
шаг интегрирования был равен 0.001), и проана-
лизированы аналогичным образом. На рис. 3 и 4
приведены результаты оценивания при 
для периодического (r = 4) и хаотического (r = 10)
режимов по временным рядам длиной 2000 точек

(100 характерных периодов) и 20000 точек
(1000 характерных периодов). “Благополучны-
ми” случаями ( ) являются следующие:
возмущенный периодический режим при

 (рис. 3a, кривая 1) и возмущенный хао-
тический режим при  (рис. 4a, кривая 1).
При меньших уровнях шума  превышает 0.1.
Это аналогично предыдущему примеру, так как
ошибки при малых уровнях шума диагностиру-
ются по отсутствию четкого минимума на графи-
ке .

Ситуация усложняется при увеличении длины
временного ряда до 1000 периодов, где наблюда-
ется большая частота ошибочных выводов и при
больших уровнях шума:  для периоди-
ческого режима (рис. 3б, кривая 1) и  для
хаотического режима (рис. 4б, кривая 1). При
этом оказывается, что смещение величины 
относительно  отличается от значения , так

что оценка  остается смещенной относитель-
но истинного времени запаздывания . Формула
для ее дисперсии (3) остается приближенно вер-
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ной и дает малые значения для длинного ряда, так
что ширина доверительного интервала становится
также малой – порядка ненулевого смещения
оценки , что и приводит к частым ошибкам.

При введении связи между системами в урав-
нение (6) получаются аналогичные результаты
(соответствующие графики мы не приводим), от-
личающиеся, однако, более многочисленными си-
туациями с большой частотой ошибочных выво-
дов, что связано с еще более сильным смещением
оценки . По всей видимости, ненулевые сме-

щения  вызваны особенностями взаимодей-
ствия фазы с не учитываемыми в модели (2) ам-
плитудой и координатой z, что ведет к неадекват-

корˆ
j k→Δ

корˆ
j k→Δ

корˆ
j k→Δ

ности фазового описания (2) с независимыми
внешними шумами. Для различных нелинейных
систем или одной системы с различными парамет-
рами это смещение может быть разным. Для диа-
гностики таких ситуаций на практике недостаточ-
но прежних соображений об отсутствии четкого
минимума на графике  (см. вставку на
рис. 3б). Однако можно отметить, что рассмотрен-
ные ситуации отличаются от случая исходной си-
стемы (1) с белыми шумами (см. рис. 1а) тем, что,
хотя график  демонстрирует явный гло-
бальный минимум, его форма не близка к квадра-
тичной параболе. Он является или несимметрич-
ным относительно точки минимума (см. вставки
на рис. 3a, 3б), или более “плоским”, либо имеет

2
2 1 2( )s →Δ

2
2 1 2( )s →Δ

Рис. 3. Оценивание времени запаздывания связи для системы (6) при , , r = 4, соответствующих перио-
дическому режиму, и : частота ложных выводов в зависимости от уровня шума в ведущей системе при N =
= 2000 (a) и 20000 точек (б) для асимптотического метода (кривая 1) и для модифицированной “огрубленной” оценки
(кривая 2); средняя ширина доверительного интервала 〈M 〉 при N = 2000 (в) и 20000 (г); на вставках – графики
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кроме глобального минимума  еще и глубокие ло-
кальные минимумы (см. вставку на рис. 3a). Эти
черты, по-видимому, определяются характером
нелинейности рассматриваемой системы. В слу-
чае распознавания такой проблемы на практике,
нужно дополнить асимптотические оценки более
надежными, что сделано ниже.

Б. Огрубленные оценки времени запаздывания

Для получения более надежных оценок запаз-
дывания при наличии четкого минимума 
с “неправильной” формой следует отказаться от
локальной аппроксимации графика параболой и
использовать огрубленную оценку ширины гло-
бального минимума. Мы предлагаем провести на

2
2 1 2( )s →Δ

плоскости ( ) секущую, параллельную оси
абсцисс на уровне 

где  и  –

минимальное и максимальное значения  в вы-
бранном диапазоне пробных  (рис. 5). В каче-
стве интервальной оценки времени запаздывания
примем отрезок  между “самой левой” и
“самой правой” точками пересечения секущей с
графиком  (см. рис. 5), тогда ширина M =
= .

На рис. 3a, 3б, 4a, 4б показаны результаты
оценки запаздывания с использованием огруб-
ленной оценки (кривые 2). В случае как периоди-
ческого, так и хаотического режимов вероятность

2
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Рис. 4. Оценивание времени запаздывания связи для системы (6) в хаотическом режиме ( , , r = 10) при
: частота ложных выводов в зависимости от уровня шума в ведущей системе при N = 2000 (a) и 20000 точек (б)

для асимптотического метода (кривая 1) и для модифицированной “огрубленной” оценки (кривая 2); средняя ширина
доверительного интервала 〈M〉 при N = 2000 (в) и при N = 20000 (г).
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ошибочных оценок оказывается не более 0.05 во
всех проблематических ситуациях (см. рис. 3a, 3б,
4a, 4б), а также и для способа введения связи через
координату y. Исключение составляют такие случаи
при малых значениях , когда график 
не имеет выраженного глобального минимума. На-
дежность выводов достигается за счет уширения до-
верительного интервала (см. кривые 1 и 2 на рис. 3в,
3г, 4в, 4г, которые показывают средние по ан-
самблю реализаций значения M), т.е. уменьшения
чувствительности оценки при выявлении ненуле-
вого запаздывания. Однако и огрубленная интер-
вальная оценка в рассмотренных ситуациях зача-
стую не включает нуль, выявляя запаздывание:
например, при ,  
N = 20000 имеем для огрубленного метода  = 0
при доверительном интервале  относительно
истинного значения , а для асимптотиче-
ской оценки –  = 0.98.

Предложенный вариант секущей на среднем
уровне, судя по результатам численных экспери-
ментов, “с запасом” позволяет избежать ошибоч-
ных выводов для широкого класса колебательных
систем, т.е. является “консервативной” оценкой.
Чтобы получить более узкий доверительный ин-
тервал, можно использовать величину y не на
среднем уровне между максимумом и миниму-
мом, а несколько ниже. Такое значение y можно
подбирать эмпирически для выделенных классов
осцилляторов, чтобы вероятность ошибочных вы-
водов о величине запаздывания была мала, что тре-
бует дополнительных исследований. Если же нужна
повышенная надежность вывода о наличии запаз-
дывания связи и ошибки крайне нежелательны, то
предложенная оценка с использованием секущей
на среднем уровне вполне подходит.

3. СИСТЕМЫ С ТРУДНОСТЯМИ
ПРИ ОПРЕДЕЛЕНИИ ФАЗЫ

Исследуем работоспособность предложенной
огрубленной оценки в распространенных на
практике ситуациях, где фаза определяется не
вполне корректно, так как нет вращения анали-
тического сигнала на комплексной плоскости во-
круг хорошо определенного центра. При этом
дисперсия шума в эмпирической модели фазовой
динамики оказывается значительно больше, чем
в предыдущих примерах. Это может быть вызвано
как случайными воздействиями на систему и от-
носительно широким спектром мощности сигна-
ла (см. разд. 3А), так и особенностями динамики
на хаотическом аттракторе системы, включая ин-
тенсивную диффузию фазы (см. разд. 3Б).

1
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А. Линейные стохастические осцилляторы

Однонаправлено связанные линейные дисси-
пативные осцилляторы под действием белого шу-
ма описываются уравнениями

(8)

Здесь коэффициент связи  время запаз-
дывания  (т.е. 40 ), угловые частоты

  параметр диссипации 
определяет добротность колебаний и индивиду-
альную ширину спектра мощности. При больших

 добротность низка, сигнал  имеет широ-
кий спектр и не вполне корректно определенную
фазу из-за частых возвратов фазовой траектории
в окрестность нуля. При этом из-за достаточно
частых малых значений амплитуды значительно
возрастает интенсивность фазовой диффузии.
При малых  этот эффект проявляется меньше и
можно рассчитывать как на применимость эмпи-
рической модели (2), так и достаточно высокую
точность соответствующей асимптотической
оценки времени запаздывания.

На рис. 6 приведены результаты оценки запаз-
дывания связи для системы (8). Частоты ошибок

 представлены в зависимости от  на
рис. 6a для асимптотической (кривая 1) и огруб-
ленной (кривая 2) оценок: при  оба подхо-
да дают  не более допустимого уровня 0.1.
Ошибки асимптотической оценки при больших
значениях , когда спектр широк и фаза плохо
определена, вновь связаны с тем, что график за-
висимости  сильно изрезан (соответству-
ющий график здесь не приводится). Огрубленная
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оценка при всех рассмотренных  дает частоту
ошибок, не более допустимого уровня. На рис. 6б
приведена средняя ширина доверительного ин-
тервала M. Ее значения при  близки для
обеих оценок, при других  огрубленная оценка
дает более широкий доверительный интервал
(кривая 2) по сравнению с асимптотической
(кривая 1).

Б. Системы Лоренца
В качестве примера систем с интенсивной

диффузией фазы, в значительной степени обу-
словленной собственной низкоразмерной хаоти-
ческой динамикой, рассмотрим связанные систе-
мы Лоренца

(9)

где – коэффициент связи,  (т.е. 20 ) –
время запаздывания, параметры 

   соответствуют хаоти-
ческому режиму,  – белые шумы. Были про-
анализированы сигналы  с интервалом выбор-
ки  (10 точек на периоде) при длине
ряда N = 10000 (примерно 1000 периодов).
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На рис. 7а приведена зависимость  при
 и  (при нулевых шумах ре-

зультаты оказываются сходными). Согласно
предложенному диагностическому критерию
асимптотическая оценка запаздывания может
быть не вполне надежна, поскольку наблюдаются
дополнительные достаточно глубокие минимумы
вблизи глобального минимума. Как видно из рис. 7б
(кривая 1), доля ошибок  для асимптотиче-
ской оценки велика (близка к единице) при раз-
личных уровнях шума . Эти частые ошибки
вновь вызваны ненулевым смещением оценки

, т.е. имеет место недооценка величины 
на . Как и в случае систем Ресслера (разд. 2А),
смещение оценки, по-видимому, определяется
особенностями низкоразмерной нелинейной ди-
намики, влиянием неучтенных в (2) координат на
фазы колебаний. Частота ошибок для огрублен-
ной оценки не превышает заявленный уровень
значимости (см. рис. 7б, кривая 2). Ширина дове-
рительного интервала M при этом больше, чем
для асимптотической оценки (рис. 7в), но позво-
ляет установить отличие запаздывания от нуля.

Отметим, что для системы (9) использование
более коротких рядов (например, длиной 100 пе-
риодов) приводит к тому, что график зависимо-
сти  при любых интенсивностях шумов

 не демонстрирует явного минимума, так как
интенсивность диффузии фазы велика уже за счет
собственной хаотической динамики, что прибли-
жает этот случай к ситуации на рис. 1в.
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Рис. 6. Оценивание времени запаздывания связи для системы (8) при , : a – частота ложных вы-
водов в зависимости от  для асимптотической оценки (кривая 1) и для огрубленной оценки (кривая 2); б – средняя
по ансамблю реализаций ширина доверительного интервала для асимптотической оценки (кривая 1) для огруб-
ленной оценки (кривая 2).
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Таким образом, случайные внешние воздей-
ствия и собственная низкоразмерная хаотическая
динамика исследуемых систем могут приводить к
не вполне корректно определенным фазам и
большой интенсивности фазовой диффузии. Од-
нако и в этих случаях предложенная огрубленная
оценка, наряду с диагностическим критерием
трудностей по графику , позволяет полу-
чать надежные интервальные оценки времени за-
паздывания связи.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Исследованы возможности интервальной
оценки времени запаздывания связи между коле-
бательными системами по наблюдаемым времен-
ным рядам при различных свойствах их фазовой
динамики. Показано, что известная асимптоти-
ческая оценка на основе метода моделирования
фазовой динамики может приводить к ошибоч-
ным выводам о величине запаздывания в случае
хаотических или сильно возмущенных периоди-
ческих режимов динамики низкоразмерных не-
линейных систем, а также при не вполне коррект-
но определенной фазе и большой интенсивности
фазовой диффузии в эмпирической модели фазо-
вой динамики. Предложен диагностический кри-
терий для распознавания таких ситуаций на прак-
тике, основанный на виде графика зависимости
ошибки модели от пробного запаздывания. По-
лучена дополнительная огрубленная оценка, ко-
торая позволяет избежать частых ошибочных вы-
водов. Последнее достигается за счет некоторого
уширения доверительного интервала и, тем са-
мым, некоторого снижения чувствительности
метода. Эффективность предложенного диагно-
стического критерия и огрубленной поправки
проиллюстрирована на эталонных колебатель-
ных системах с различными свойствами динами-
ки (линейных стохастических осцилляторах, ге-
нераторах Ван-дер-Поля, системах Ресслера и
Лоренца в различных режимах динамики). Пред-
ложенные поправки полезны в тех практических
ситуациях, когда крайне нежелательны ошибоч-
ные выводы о величине запаздывания и важно
обеспечить их малую вероятность. Полученные
результаты расширяют возможности достоверно-
го оценивания времени запаздывания связей
между колебательными системами с различными
свойствами.

Работа выполнена при финансовой поддержке
Российского научного фонда (проект № 14-12-
00291).
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