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12 ВВЕДЕНИЕ

Автогенераторы с запаздывающими обратны�
ми связями широко распространены среди ра�
диофизических и оптических систем [1, 2]. Мо�
делями в виде дифференциальных уравнений с
запаздывающим аргументом описываются мно�
гие натурные объекты. Особую роль системы с
запаздыванием играют, например, при модели�
ровании многих объектов биологической приро�
ды [3, 4].

Знание о структуре изучаемого объекта, фор�
мализированное в виде математической модели,
открывает перед исследователем целый ряд воз�
можностей, позволяя прогнозировать поведение
системы во времени и при изменении управляю�
щих параметров [5]. Также наличие информации
о структуре модельного уравнения позволяет ре�
шать задачу реконструкции параметров исследуе�
мой системы по ее временным реализациям, что
зачастую помогает избежать прямых инвазивных
измерений, часто невозможных или связанных с
финансовыми или этическими проблемами, по�
этому разработка таких подходов имеет особое
значение для получения фундаментальных зна�
ний о живых объектах и для решения прикладных
задач медицинской диагностики.

1 Федеральное государственное бюджетное образовательное
учреждение высшего профессионального образования
“Саратовский государственный университет имени
Н.Г. Чернышевского”.

2 Федеральное государственное бюджетное образовательное
учреждение высшего профессионального образования
“Саратовский филиал Института радиотехники и электро�
ники имени В.А. Котельникова РАН”.

Однако задача восстановления параметров по
их реализациям осложнена тем, что универсаль�
ного метода реконструкции, позволяющего про�
водить динамическую реконструкцию любых си�
стем по их реализациям, не существует. Как пра�
вило, на успешное решение этой задачи можно
рассчитывать в случае использования методов,
ориентированных на узкие классы систем и учи�
тывающих особенности структуры конкретных
объектов, формализованных в их математических
моделях.

Задача реконструкции практически важных
систем биологического происхождения часто со�
пряжена с дополнительными трудностями, обу�
словленными периодической динамикой многих
таких систем. В этом случае реконструкция пара�
метров осложнена простотой их колебательных
режимов, несущих малое количество информа�
ции об исследуемой системе. В таких ситуациях
методы реконструкции, хорошо зарекомендовав�
шие себя при анализе хаотических систем [6],
оказываются неприменимыми или имеют узкие
границы применимости. Также в рамках натур�
ных экспериментов исследователи неизбежно
имеют дело с реализациями, искаженными шума�
ми различной природы.

Данная работа посвящена изучению границ
применимости известных ранее и предложенного
нами оригинального метода реконструкции пара�
метров систем с запаздыванием периодических
временных рядов в присутствии шумов. В каче�
стве объекта исследования выбрана система баро�
рефлекторной регуляции среднего артериального
давления, имеющая значение в физиологии и ме�
дицине [3].
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МЕТОДЫ РЕКОНСТРУЦИИ

В работе рассматривались методы, ориентиро�
ванные на восстановление параметров ГЗОС,
описываемых модельным уравнением:

(1)

где  – время запаздывания,  – инерцион�
ность, f – нелинейная функция.

Важнейший этап реконструкции систем с за�
паздыванием – восстановление времени задерж�
ки  Как правило, небольшие ошибки при оцен�
ке  приводят к резкому росту погрешности при
последующей оценке остальных параметров си�
стемы [7], поэтому в данной работе мы использо�
вали точность оценки времени запаздывания в
качестве критерия работоспособности сопостав�
ляемых подходов, считая допустимой ошибку в
одну единицу дискретного времени. Если  вос�
становлено точно, то прочие параметры могут
быть реконструированы с помощью метода,
предложенного в данной работе.

В рамках исследования сопоставлялись следу�
ющие пять методов: оригинальная методика, ос�
нованная на использовании дополнительной си�
стемы с синхронным откликом [8], оценка авто�
корреляционной функции (АКФ), построение
статистики распределения экстремумов – N(τ)
[6], подсчет информационной энтропии – I(τ)
[9], расчет филл�фактора траектории системы в
трехмерном пространстве – V(τ) [10], оценка ме�
ры гладкости проекции траектории системы в
двумерное пространство – L(τ, ε) [11].

Предложенный нами метод восстановления
времени задержки основан на использовании до�
полнительной системы с синхронным откликом.
Временной ряд x(t) исследуемой системы подает�
ся на вход вспомогательной системы, имеющей
структуру аналогичную исследуемой, но с петлей
обратной связи, разорванной вычитателем. На
выходе вычитателя присутствует разность сигна�
лов z(t) = x(t) – ν(t), где ν(t) – сигнал на выходе
инерционного элемента вспомогательной систе�
мы. Если параметры вспомогательной системы
идентичны параметрам исследуемой, то диспер�
сия D разностного сигнала z(t) будет определяться
только шумами и будет равна 0 в отсутствие шума.
Если параметры различаются, то дисперсия z(t)
будет велика. Подобный подход использовался,
например, при построении хаотической системы
скрытой передачи информации, предложенной в
работе [12].

Для решения задачи реконструкции нелиней�
ная функция f параметризуется с набором пара�
метров  Параметры  τ и ε находятся путем мини�
мизации целевой функции – дисперсии D(τ; ε; )
сигнала на выходе вычитателя вспомогательной
системы.

ε = − + − τ�0 0( ) ( ) ( ( )),x t x t f x t
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ИССЛЕДУЕМАЯ СИСТЕМА

В качестве объекта исследования нами была
выбрана система барорефлекторной регуляции
среднего артериального давления, предложенная
в работе [3]. Модельное уравнение этой системы,
построенное по результатам физиологических
экспериментов, имеет вид (1) с нелинейной
функцией f вида

(2)

Предложенные в работе [3] параметры α = 1,
β = 2, r* = 1, k = –1.65 были выбраны авторами в
ходе аппроксимации зависимости, полученной в
ходе экспериментальных исследований in vitro.
При таком наборе параметров нелинейная функ�
ция имеет сигмоидальный вид. При τ = 3.6 с и ε =
= 2 с (значения, типичные для здоровых людей
[3]) система демонстрирует периодические коле�
бания с периодом около 10 секунд, что соответ�
ствует физиологическим наблюдениям. Для по�
лучения временной реализации уравнение (3)
численно интегрировалось методом Эйлера с ша�
гом интегрирования 0.1 с. Реализации и спектры
мощности модельной системы представлены на
рис. 1.

Изучение реальных систем всегда осложнено
наличием динамических и измерительных шумов,
поэтому в ходе численного моделирования мы ис�
следовали работоспособность рассматриваемых
методов реконструкции в присутствии измери�
тельного и динамического шумов различной ин�
тенсивности. Статистический анализ результатов
включал обработку 100 реализаций при каждом
фиксированном значении интенсивности шумов.
Интенсивность добавленного шума в данной ра�
боте представляется как отношение среднеквадра�
тичных отклонений случайного процесса и авто�
номной системы, выраженное в процентах.

Важно отметить, что в отличие от измеритель�
ных шумов широкополосное шумовое воздействие
на динамику системы в некоторых случаях может
облегчить реконструкцию параметров, сталкивая
траекторию с аттрактора. Такие режимы несут
больше информации о системе, чем периодиче�
ские. Случайный процесс y(t) воздействовал на ди�
намику системы следующим образом:

(3)

Случайный процесс y(t) представлял собой по�
следовательность биполярных прямоугольных
импульсов длительностью 2 с, причем мгновен�
ный период менялся случайным образом в интер�
вале от 3 с до 5 с. Такие параметры воздействующе�
го сигнала соответствуют физиологическим тестам
с вынужденным дыханием или механической сти�
муляцией групп каротидных барорецепторов [13].
В ходе проведенных исследований использовались
и другие типы воздействия: гармонический сиг�

−β β

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠+ α + α
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нал, периодическая последовательность импуль�
сов, белый шум. Однако использование именно
случайной последовательности биполярных пря�
моугольных импульсов с невысокой скважностью
оказалось наиболее эффективным для восстанов�
ления времени запаздывания системы (3).

РЕЗУЛЬТАТЫ 
ЧИСЛЕННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ

Работоспособность методов сопоставлялась в
ходе применения для реконструкции параметров
автономной системы барорегуляции – системы,
находящейся под воздействием случайной после�
довательностью импульсов, а также в присут�
ствии измерительных шумов. Для анализа ис�
пользовались реализации длиной 36000 значений
(360 характерных периодов), что соответствует
записи длиной в 1 час и фактически является пре�
делом возможностей при постановке экспери�
мента in vivo.

Результаты реконструкции  полученные для
системы в отсутствии шумов, и под воздействием
10 и 50% динамических шумов, представлены на
рис. 2. Методы, основанные на построении АКФ,
расчете статистики распределения экстремумов
N(τ) и на оценке информационной энтропии I(τ),
оказываются неработоспособными, демонстрируя
экстремумы графиков на времени, близком к по�
ловине характерного периода. Методика, основан�
ная на расчете филл�фактора V(τ), позволяет верно
восстановить время запаздывания с вероятностью
0.99 при наличии динамического шума интенсив�
ностью 5–50%. Результаты численного модели�
рования показали, что метод груб к выбранному
размеру свободного параметра – размеру грани
куба δ при δ  < 0.007. При расчетах использова�
лось фиксированное значение δ = 0.0035.

τ0,

Метод, основанный на оценке меры гладкости
L(τ, ε), позволяет точно восстановить время за�
держки только в отсутствие шумов, хотя в этом
случае достаточно реализаций длиной в 10 харак�
терных периодов. Предложенный нами подход,
основанный на использовании вспомогательной
системы, позволяет верно восстанавливать время
запаздывания при наличии динамического шума
0–10% с вероятностью 0.99. Метод построения
статистики распределения экстремумов начина�
ет демонстрировать локальный минимум на вер�
ном времени запаздывания при уровне динами�
ческих шумов от 75%, однако при дальнейшем
увеличении уровня внешнего воздействия ми�
нимум не становится абсолютным даже при уве�
личении длины реализации до 10000 характер�
ных периодов.

Как правило, при анализе экспериментальных
данных временные реализации содержат измери�
тельные шумы. На рис. 3 представлены результа�
ты восстановления времени запаздывания в при�
сутствии как динамического, так и измеритель�
ного шума. Оказывается, что при наличии даже
1% измерительного шума методы, основанные на
расчете V(τ) и L(τ, ε) позволяют верно определять
время запаздывания c вероятностью не выше 0.5
при любых уровнях динамического шума. Метод,
основанный на использовании вспомогательной
системы с синхронным откликом, показал луч�
шую среди всех сопоставляемых подходов устой�
чивость к измерительным шумам, позволяя с ве�
роятностью 0.99 верно определять  при наличии
одновременно динамического шума до 10% и из�
мерительного до 4%.

Для восстановления инерционности ε и нели�
нейной функции f использовался предложенный
нами метод, а также подход, основанный на оцен�
ке гладкости проекции L(τ, ε). При реализации

τ0
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Рис. 1. a – Временные реализации, б – спектры мощности. Пунктир – исследуемая система (1) в отсутствие шумов;
тонкие линии – 10%�ный динамический и 4%�ный измерительный шумы; жирные линии – реализация 10%�ного ди�
намического шума.
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метода, основанного на использовании вспомо�
гательной системы, нелинейная функция пара�
метризовалась в виде

(4)

где  и  – параметры. Такая аппроксимация
позволяет точно описать функцию сигмоидаль�

= 0 0( ) th( ),f t a b t

0a 0b

ной формы (2), используя всего два свободных
параметра.

При определении параметров τ и ε шаг состав�
лял 0.1. В отсутствие шумов восстановление пара�
метров системы (1) оказывается возможным с ис�
пользованием обоих методов (рис. 4а, 4б, пунктир�
ная линия). Результат аппроксимации методом
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Рис. 2. Восстановление  c помощью: а – АКФ; б – N(τ); в – I(τ); г – V(τ); д – L(τ, ε); е – вспомогательной системы.
Пунктир – без шума. В присутствии динамического шума 10%�ного – тонкие линии, 50%�ного – жирные линии. Вер�
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наименьших квадратов функцией (4), восстанов�
ленной в табличном виде нелинейной функции,
при этих значениях параметров дает a = –1.65, b =
= 1.00. Такие значения a и b совпадают с результа�
том непосредственной аппроксимации зависи�
мости (2) функцией (4) методом наименьших
квадратов.

Анализ незашумленной реализации методом
вспомогательной системы также позволяет точно
восстановить значения: τ = 3.6 с и ε = 2.0 с. Вос�
становленные параметры нелинейной функции:
a = –2.3, b = 0.6.

При наличии 10%�ного динамического и
4%�ного измерительного шума метод вспомога�
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тельной системы позволяет получить значения
параметров: τ = 3.6 с, ε = 2.0 с, a = –1.4, b = 1.2
(рис. 4а, тонкая линия). При таких уровнях шума
метод, основанный на расчете L(τ, ε) не позволя�
ет восстановить время запаздывания, что приво�
дит к резкому росту ошибки при определении
прочих параметров. Однако если время запазды�
вание предварительно определить с помощью ме�
тода вспомогательной системы или расчета филл�
фактора, то оценка гладкости проекции при фик�
сированном τ = 3.6 с дает ε = 1.3 с, a = –1.2, b = 1.1
(рис. 4б, тонкая линия).

При уровне динамического шума в 50% в от�
сутствие измерительного эти методы не позволя�
ют восстановить время задержки, поэтому для
обоих методов использовалось предварительно
определенное методом расчета филл�фактора
значение τ = 3.6 с. Восстановление параметров с

использованием метода вспомогательной систе�
мы в этом случае дает ε = 2.0 с, a = –1.4, b = 1.2
(рис. 4а, жирная линия). Методика, основанная
на минимизации L(τ, ε), позволяет получить ε =
= 1.5 с, a = –1.0, b = 1.5 (рис. 4б, жирная линия).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе выявлялись возможности и исследо�
вались границы применимости предложенного
нами подхода и нескольких известных методов
реконструкции параметров периодических гене�
раторов с запаздывающей обратной связью, опи�
сываемых модельным уравнением (1). Сопостав�
ление методов проводилось в ходе анализа перио�
дических временных реализаций модельной
системы барорефлекторной регуляции среднего
артериального давления [3], в том числе в присут�
ствии динамических и измерительных шумов раз�
ной интенсивности.

Было показано, что методы, основанные на
оценке автокорреляционной функции, информа�
ционной энтропии и статистики распределения
экстремумов, оказались неприменимыми для
оценки времени запаздывания периодического
генератора с запаздыванием.

Предложенный нами метод, использующий
вспомогательную систему с синхронным откли�
ком, демонстрирует при определении τ наилуч�
шую устойчивость к измерительным шумам.

Метод, основанный на расчете филл�фактора
позволяет восстанавливать запаздывание в наи�
более широком диапазоне динамических шумов,
уступая предложенному нами подходу по устой�
чивости к измерительным шумам.

Методика определения степени гладкости
проекции траектории системы оказалась наиме�
нее требовательной к длине реализации в отсут�
ствие шумов, но продемонстрировала высокую
чувствительность к шумам различной природы.

Было также показано, что при наличии шумов
восстановить значение параметра инерционно�
сти ε и нелинейную функцию можно только с по�
мощью предложенного нами подхода, основан�
ного на использовании вспомогательной систе�
мы. При высоких уровнях динамического шума
целесообразно предварительно провести оценку τ
методом подсчета филл�фактора.

Работа выполнена при поддержке РНФ, грант
№ 14�12�00291.
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