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ОЦЕНКА НАПРАВЛЕНИЯ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ МЕЖДУ
МОДЕЛЬНЫМИ СИСТЕМАМИ СВЯЗАННЫХ ОСЦИЛЛЯТОРОВ

ПРИ СИЛЬНОЙ СВЯЗИ

В. С. Хорев

С помощью метода моделирования фазовой динамики исследована задача выявления
по временным рядам значимого взаимодействия двух колебательных систем, а также
преимущественного направления и времени задержки в связи для случая сильной связи
систем. Рассмотрены модельные системы связанных осцилляторов с различными видами
функций связи.
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Введение

Задача определения характера связи между двумя колебательными системами
по временным рядам, которые могут быть зашумлены и хаотичны, возникает в раз-
личных приложениях [1, 2]. Особенно сложно выявить направленность достаточно
сильной связи, вызывающей синхронизацию систем, по коротким временным рядам
– порядка нескольких десятков характерных периодов колебаний [3]. Для дости-
жения успеха в этой сложной ситуации требуется высокая чувствительность метода
диагностики связи, которую обеспечивает слежение за фазами колебаний [4], так как
фаза является характеристикой процесса, чувствительной к внешним воздействиям
на систему [5].

Один из наиболее чувствительных методов оценки связи между двумя осцил-
ляторами был предложен в [6]. Он основан на моделировании фазовой динамики
и применим в случае достаточно длинных временных рядов (несколько сотен ха-
рактерных периодов) и малых шумов. В работе [7] метод обобщен на случай более
коротких временных рядов и существенных шумов за счет специальных поправок
и эмпирически найденного порогового значения характеристики связи, соответству-
ющего 95%-й доверительной вероятности вывода о наличии связи. Метод нашел
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применения в нейрофизиологии [8] и климатологии [9]. Он был развит далее в рабо-
те [10], где были предложены модифицированные характеристики связи и получено
аналитическое выражение для доверительной вероятности, с которой можно сделать
вывод о наличии связи. Однако оба упомянутых улучшения метода ориентированы
на случай систем со слабой связью, описываемой в моделях членами невысокого
порядка в уравнениях фазовой динамики, в связи с чем возникает вопрос о приме-
нимости метода в случае сильной связи.

1. Метод моделирования фазовой динамики

Для оценки направления взаимодействия между двумя осцилляторными си-
стемами по их временным рядам использован метод, основанный на моделировании
фазовой динамики. Основная идея метода – оценить, насколько сильно зависят буду-
щие значения фазы одной системы от текущего значения фазы другой системы. Для
этого по исходным временным рядам {x1(t1), ..., x1(tN )} и {x2(t1), ..., x2(tN )} от
двух систем (где ti = i∆t – интервал выборки, i = 1, ..., N , N – длина ряда) рассчи-
тываются временные ряды фаз колебаний {31(t1), ...,31(tN )} и {32(t1), ...,32(tN )}.
На основе последних строится эмпирическая математическая модель [6], по коэф-
фициентам которой оцениваются характеристики связанности. По временным рядам
фаз построим модель динамики в виде

∆31(t) = F1(31(t),32(t) + ε1(t)),

∆32(t) = F2(32(t),31(t) + ε2(t)),
(1)

где ∆3k(t) = 3k(t + τ) − 3k(t), k = 1, 2; τ – конечный временной интервал; εk(t) –
шумы с нулевым средним; Fk – тригонометрические многочлены следующего вида:

F1(31,32,a1) = α(1)
0 +

∑
m,n

(
α(1)

m,n cos(m31 − n32) + β(1)
m,n sin(m31 − n32)

)
,

F2(32,31,a2) = α(2)
0 +

∑
m,n

(
α(2)

m,n cos(m32 − n31) + β(2)
m,n sin(m32 − n31)

)
,

(2)

где ak ≡ (α(k)
0 , {α(k)

m,n}, {β(k)
m,n}) – векторы коэффициентов, k = 1, 2. Диапазон сумми-

рования, то есть набор значений индексов m и n, определяющих, какие слагаемые
присутствуют в многочлене, может быть свой для каждого осциллятора [11]. А сами
оценки силы воздействия y1,2 рассчитываются следующим образом:

y1,2 =
1

2π2

2π∫

0

2π∫

0

(∂F (31,2,32,1,a1,2)/∂32,1)
2d31d32. (3)

Данные оценки выводились для случая слабой связи, когда стационарное вероят-
ностное распределение циклических фаз (31 mod 2π,32 mod 2π) является равно-
мерным в квадрате [0, 2π)× [0, 2π) , а слагаемые в многочлене Fk при равномерной
плотности распределения являются взаимно ортогональными функциями в этой об-
ласти [11]. Вопрос о работоспособности данной методики в случае сильной связи
остаётся открытым и требует дальнейшего исследования.
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2. Тестовые модели

В качестве тестовых моделей выступали:
− фазовые осцилляторы;
− однонаправленно связанные осцилляторы ван дер Поля.
Для широкого круга ситуаций фазовая динамика осцилляторов, имеющих яр-

ко выраженный ритм, адекватно описывается стохастическими дифференциальными
уравнениями [12], поэтому в качестве наиболее простой и универсальной модели
взаимодействующих систем были выбраны одноправленно связанные фазовые ос-
цилляторы следующего вида:

d31/dt = f1 + ξ1(t),

d32/dt = f2 + κ sin(31(t− ∆)− 32(t)) + ξ2(t),
(4)

где f1,2 – частоты осцилляторов, ξ1,2(t) – белые шумы с нулевым средним, κ – коэф-
фициент связи между осцилляторами, ∆ – задержка в связи между системами.

Для качественного описания динамики автоколебательных систем в ряде слу-
чаев хорошо подходит модель в виде осциллятора ван дер Поля [13, 14]. Поэтому в
качестве второй исследуемой модели рассмотрим одноправленно связанные осцил-
ляторы ван дер Поля

d2x1

dt2
− (λ− x1

2) + f1x1 + ξ1 = 0,

d2x2

dt2
− (λ− x2

2) + f2x2 + κ(dx2
dt

− dx1,∆
dt

) + ξ2 = 0,

(5)

где f1,2 – собственные частоты, λ – коэффициент нелинейности, ξ1,2 – белые шумы
с нулевым средним, κ – коэффициент связи между осцилляторами, ∆ – задержка в
связи между системами.

3. Результаты

3.1. Два однонаправленно связанных фазовых осциллятора. Рассмотрим
зависимости оценки направления воздействия и времени запаздывания в связи от
вариации различных параметров осцилляторов. При этом ответим на следующие
вопросы:

− при каких условиях оценка времени задержки в связи остается несме-
щенной;

− при каких условиях вероятность ошибочных выводов о направлении связи
не превышает 5%?

Кроме оценки количества ошибочных выводов важен вопрос и о том, при ка-
ких условиях достаточно высока вероятность правильных выводов о направлении
связи. Для ответа на эти вопросы рассчитываем зависимости оценок сил связи от
пробного времени задержки по временному ряду. Смещение оценки определяется
разницей между значением, заданным в уравнениях модели, и значением, получен-
ным по временному ряду. 95%-й уровень значимости рассчитывался по 100 реали-
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зациям суррогатных рядов, полученных из исходных временных рядов фаз осцилля-
торов путём случайной перестановки участков ряда длительностью 2π. При таком
способе приготовления суррогатных данных происходит разрушение связи между
исследуемыми временными рядами при сохранении их основных свойств.

3.1.1. Влияние силы связи между осцилляторами на оценку времени за-
держки в связи. Используемые в эксперименте временные ряды систем (4) были
получены путём численного интегрирования уравнений методом Эйлера с шагом
0.02π при частотах f1,2 ≈ 0.1. Каждое из начальных условий выбиралось случайно
из отрезка [0..2π] (использовалось равномерное распределение).

На рис. 1 представлены зависимости оценок сил связи от пробного времени
задержки. Видно, что максимум y12 – оценки воздействия со стороны первого осцил-
лятора на второй – соответствует реальному времени задержки в связи и превышает
уровень значимости, рассчитанный по суррогатным данным. Оценки воздействия со
стороны второго осциллятора на первый (y21) не превышают 95%-й уровень значи-
мости. Это свидетельствуют об отсутствии значимого взаимодействия.

На рис. 2, а представлена зависимость оценки времени задержки в связи от
коэффициента связи между системами. Видно, что оценки времени задержки в свя-
зи имеют меньший разброс и практически не смещены, когда коэффициент связи
принимает значения выше 0.4. На рис. 2, б представлена зависимость индекса фа-
зовой синхронизации от коэффициента связи между системами. Из графика видно,
что с увеличением коэффициента связи уровень синхронизации между осциллятора-
ми растёт по линейному закону. Однако высокий уровень синхронизации не мешает
получению правильной оценки времени задержки в связи (см. рис. 2, а).

3.1.2. Влияние расстройки частот на оценку времени задержки в свя-
зи. На рис. 2, в представлена зависимость оценки времени задержки в связи от
расстройки частот. Видно, что большая расстройка частот приводит к ухудшению
оценок времени задержки в связи, что отражено на графике значительными откло-
нениями от значения реального времени задержки в связи между системами. На
рис. 2, г представлена зависимость индекса фазовой синхронизации от расстройки
частот. Видно, что с увеличением расстройки значения индекса фазовой синхрони-
зации немного уменьшаются.

3.1.3. Влияние шума на оценку времени задержки в связи. На рис. 2, д и е
представлены зависимости оценок времени задержки в связи от уровня шума при
одинаковом коэффициенте связи и разной длине ряда. Из рис. 2, д видно, что график
оценки времени задержки имеет пологий вид. Можно сделать вывод, что значение
оценки времени задержки в связи слабо зависит от уровня шума в случае достаточно
длинного временного ряда при большом уровне связи. Из рис. 2, е, построенного для
случая коротких временных рядов, видно, что при слабых уровнях шума оценки вре-
мени задержки определяются хуже и имеют тенденцию к смещению и увеличению
разброса. Кроме того, увеличивается риск получения ложного вывода о преимуще-
ственном направлении воздействия, поскольку для случая очень слабых шумов при
сильной синхронизации можно получить значения оценок сил связи, превышающих
95%-й уровень значимости, рассчитанный с помощью суррогатных данных.
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Рис. 1. Зависимости оценок сил связи от пробного времени задержки при κ = 0.7, ∆ист = 40, расстрой-
ке частот δf = 0.02, длине ряда 350 характерных периодов и дисперсии шума σ = 0.8. Пунктирной
линией показан 95%-й уровень значимости, рассчитанный по суррогатным рядам

Рис. 2. Зависимости от коэффициента силы связи оценки времени задержки (а) и индекса фазовой
синхронизации (б) при σ = 0.6, ∆ = 40, расстройке частот δf = 0.02 и длине ряда 350 характерных
периодов. Зависимости от расстройки частот оценки времени задержки (в) и индекса фазовой синхро-
низации (г) при κ = 0.7, σ = 0.3, ∆ = 40, длине ряда 350 характерных периодов. Зависимости оценки
времени задержки от уровня шума при κ = 0.7, ∆ = 40, δf = 0.02, длине ряда 350 характерных
периодов (д) и 70 (е). Вертикальными ограничителями показан разброс относительно среднего

3.2. Два однонаправленно связанных осциллятора ван дер Поля. Рас-
смотрим зависимости оценки направления воздействия и времени запаздывания в
связи от шума в случае сильной связи. При этом ответим на следующие вопросы:

− возможно ли получение несмещенных оценок запаздывания при большом
уровне шума;

− существует ли зависимость смещения оценок задержки в связи от силы
связи;
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− какой вклад вносит динамический и измерительный шум в динамику фазы
осциллятора ван дер Поля?

Для ответа на эти вопросы рассчитывались зависимости оценок сил связи от
пробного времени задержки по временному ряду, а также автокорреляционная функ-
ция и распределение свернутой фазы.

3.2.1. Зависимость оценки времени задержки в связи от длины ряда.
Используемые в эксперименте временные ряды систем (5) были получены путём
численного интегрирования уравнений методом Эйлера с шагом 0.01 при частотах
f1,2 ≈ 0.1. Участок, содержащий переходный процесс (50 характерных периодов),
во временной ряд не записывался. Ошибка определения времени задержки в связи
систем рассчитывалась следующим образом:

ε =
∆̂− ∆
∆

· 100%, (6)

где ∆ – истинное время задержки в связи, а ∆̂ – оценка, полученная из анализа
временных рядов.

На рис. 3 представлена зависимость ошибки определения времени задержки
в связи от длины ряда и уровня шума при большом значении коэффициента связи.
Видно, что области, в которых ошибка мала, расположены в правой верхней части
рисунка, то есть при высоких значениях уровня шума и длины ряда. Таким обра-
зом, увеличение длины ряда позволяет более точно определить время запаздывания
в связи систем. Кроме того, более точно определить задержку в связи позволяет
увеличение уровня шума.

Рис. 3. Ошибка оценки времени задержки в зависимости от длины ряда и уровня шума при κ = 0.7,
∆ = 40
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Рис. 4. Распределения циклической фазы при κ = 0.9 и длине ряда 50 характерных периодов. Диспер-
сии измерительного шума σ = 0.2 (а, б), σ = 0.9 (в, г), λ1,2 = 0.1 (а, в), λ1,2 = 1.0 (б, г)

3.2.2. Влияние измерительногошума на оценку времени задержки в связи.
На рис. 4 показаны распределения циклической фазы ψ временных рядов осцилля-
торов (5) при различных уровнях нелинейности и дисперсии измерительного шума.
Ри. 4, а и в, соответствующие фазам сигналов систем в случае слабой нелиней-
ности (λ = 0.1), демонстрируют более равномерный характер распределения ψ и,
как следствие, дают возможность более точно рассчитать фазу [15], чем в случае
сильной нелинейности λ = 1.0, рис. 4, б и г. Распределения ψ, представленные на
рис. 4, в и г (для σ = 0.9) носят менее плавный характер, чем представленные на
рис. 4, а и б (для σ = 0.3), соответственно, что объясняется более высоким уровнем
измерительного шума в системах. Однако существенной зависимости распределе-
ния ψ от измерительного шума в широких пределах не наблюдается. Эти результаты
указывают на то, что точность определения оценки запаздывания в связи в большей
степени зависит от нелинейности взаимодействующих систем, чем от уровня шума.

Заключение

На практике, когда приходится иметь дело с сигналами различной природы,
в случае сильной связи между системами, велика вероятность получения неточной
оценки времени задержки в связи и её ошибочного толкования. В этом случае сле-
дует принимать во внимание зависимости оценки времени задержки от значения
управляющих параметров исследуемых систем.

В работе на простых эталонных моделях связанных автоколебательных систем
исследованы свойства оценки времени задержки в связи с помощью метода модели-
рования фазовой динамики для случая сильной связи. Показано, что при больших
значениях коэффициента связи может быть получена точная оценка времени задерж-
ки в связи между системами. Однако при больших значениях расстройки частот,
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слабом уровне шума и малой длине ряда точность оценки снижается. Уменьшение
уровня шума также увеличивает количество ложных выводов о преимущественном
направлении взаимодействия между системами. Соответственно, увеличение длины
ряда, уровня шума и коэффициента связи способствует более точному определению
направления и времени задержки в связи между осцилляторами.

Автор выражает благодарность В.И. Пономаренко и М.Д. Прохорову за плодо-
творные обсуждения.
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ESTIMATION OF INTERACTION DIRECTION BETWEEN OSCILLATORY
MODEL SYSTEMS IN CASE OF CLOSE COUPLING

V. S. Khorev

The task of detection statistically significant interaction, its direction and delay
between time data series of two oscillatory systems in case of close coupling is investigated
with nonlinear modeling approach. Numerical experiments on oscillatory model systems
with different coupling function variants are used to study main dependences.

Keywords: Close coupling, interaction, coupling direction, time delay, oscillatory systems.
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