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В работе экспериментально исследуется динамика двух связан-
ных неавтономных нелинейных осцилляторов при иррациональ-
ном соотношении частот воздействия. На плоскости параметров 
внешнего воздействия построены области существования раз-
личных динамических режимов. Показано, что в случае иррацио-
нального соотношения частот и, как следствие, инвариантности 
динамики системы к фазам или разности фаз воздействия, в 
фазовом пространстве системы существует ограниченный на-
бор типов поведения торы, удвоенные торы, странный нехаоти-
ческий, хаотический и гиперхаотические аттракторы. Переход к 
хаосу происходит через рождение СНА или режим перемежае-
мости тор–хаос.
Ключевые слова: динамические системы, неавтономный не-
линейный осциллятор, квазипериодические колебания, тор, 
странный нехаотический аттрактор, хаотический аттрактор, ги-
перхаос, перемежаемость.

Dynamics of the Coupled Nonautonomous 
Nonlinear Oscillators with Irrational Driving 
Frequencies Ratio

E. S. Popova, A. M. Zakharevich, E. P. Seleznev

In present article the system of the two coupled nonautonomous non-
linear oscillators with irrational driving frequencies ratio is investigated 
experimentally.  The existence regions of the various dynamical types 
are presented  on the external  excitation parameter plan. It is shown 
that in the case of irrational driving frequencies ratio and as result invari-
ance system dynamics due to phases or phase difference of excitation 
in phase space exist torus, double torus, strange nonchaotic attractor, 
chaos and hyperchaos only. Transition to chaos take place through 
strange nonchaotic attractor birth or torus – chaos intermittency.
Key words: dynamical system, nonautonomous nonlinear oscillator, 
quasiperiodic oscillation, torus, strange nonchaotic attractor, chaos, 
hyperchaos, intermittency.

Введение

Теоретическим, численным и эксперимен-
тальным исследованиям гармонически возбуждае-
мых нелинейных осцилляторов посвящено огром-
ное число работ. Известные уравнения Дуффинга, 
Матье, Тода, Морзе стали в этих исследованиях 
классическими [1–10]. На этих примерах изучены 
характерные типы фазовых портретов, многооб-
разия устойчивых и неустойчивых циклов, ис-

следована структура пространства управляющих 
параметров, роль симметрии потенциальной 
функции, проверены известные закономерности 
и свойства скейлинга вблизи границы перехода 
порядок − хаос, проведена оценка размерностных 
характеристик аттракторов. 

В случае более сложного, квазипериодическо-
го, воздействия, исследован переход к хаосу через 
рождение странного нехаотического аттрактора. 
Возможность исследовать тонкие детали квази-
периодической динамики обусловлена тем, что 
в системах с квазипериодическим воздействием 
отсутствует эффект синхронизации, а значения 
частот гармонических составляющих воздействия 
являются управляющими параметрами, которые 
можно задавать произвольно. В эксперименте их 
легко регулировать, обеспечивая любое желаемое 
соотношение частот. Как выяснилось, на пути от 
регулярной динамики к хаосу в системах с ква-
зипериодическим внешним воздействием очень 
часто встречается своего рода промежуточный 
тип поведения, которому в фазовом пространстве 
соответствует странный нехаотический аттрактор. 

Странные нехаотические аттракторы впервые 
были описаны в работе Гребоджи с соавторами в 
1984 году [11]. С тех пор они исследовались чис-
ленно и экспериментально [11–16]. Для странных 
нехаотических аттракторов характерно совмеще-
ние определенных свойств регулярных режимов 
и хаоса. Так же как регулярные аттракторы, они 
имеют нулевые старшие ляпуновские показатели, 
однако их геометрическая структура фрактало-
подобная, как у хаотических аттракторов. Спек-
трально-корреляционные свойства, характерные 
для режима странного нехаотического аттрактора, 
также оказываются промежуточными между по-
рядком и хаосом − генерируемый спектр является 
сингулярно-непрерывным. Появление подобных 
режимов колебаний делает всю картину перехода 
к хаосу весьма нетривиальной. 
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Случай диссипативной связи

На рис. 2 приведена структура простран-
ства управляющих параметров (A1, A2) при 

соотношении частотвоздействия 2
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Белым цветом и различными тонами серого цвета 
обозначены области существования тора, удво-

енных торов, хаоса и гиперхаоса. В отсутствие 
связи (рис. 2, а, Rсв → ∞) плоскость параметров 
внешнего воздействия напоминает шахматную до-
ску, размеры клеток которой будут уменьшаться с 
приближением к критическим значениям параме-
тров A1с и A2с. Теоретически областей существо-
вания удвоенных торов должно быть бесконечное 

Переход от одиночного осциллятора к связан-
ным осцилляторам, а затем к цепочкам и решеткам 
традиционно в теории колебаний и волн [17–19] 
является классическим приемом исследования и 
рассматривается как промежуточный этап при по-
следовательном переходе к волновым процессам. 
Однако применительно к связанным нелинейным 
осцилляторам исследования затрагивали резо-
нансные явления и отдельные переходы поря-
док–хаос [17, 20–23]. В [24, 25] подробно изучена 
иерархия мультистабильных периодических, 
квазипериодических и хаотических и гиперхао-
тических режимов колебаний для случая синфаз-
ного воздействия. В то же время исследования 
динамики связанных неавтономных осцилля-
торов при произвольном рациональном и ирра-
циональном соотношении частот воздействия 
не проводились.

Целью данной работы является эксперимен-
тальное исследование динамики и структуры про-
странства управляющих параметров связанных 
нелинейных колебательных контуров при ирра-
циональном соотношении частот воздействия.

Экспериментальная установка

На рис. 1, а приведена схема экспери-
ментальной установки. Она содержит коле-

бательные контура L1R1D1 и L2R2D2, между 
идентичными точками которых включен элемент 
связи – переменный резистор Rсв  (рис. 1, б) или 
конденсатор переменной емкости Ссв (рис. 1, 
в). Контура возбуждались гармоническими сиг-
налами амплитуд A1 и A2 и частотами ω1 и ω2 
соответственно. Для идентификации странных 
нехаотических аттракторов в эксперименте была 
предусмотрена возможность задания рациональ-
ного соотношения частот и регулировки сдвига 
фаз между возбуждающими сигналами ϕ∆ , ана-
логично [12–16]. Наиболее подробно методика 
идентификации СНА описана в [16]. Частота 
воздействия f1 = ω1/2π была фиксирована и близка 
частоте линейного резонанса одиночного контура. 

Динамика связанной системы исследовалась 
в зависимости от параметров воздействия A1 и 
A2, при фиксированных значениях соотношения 
частот ω1/ω2, параметров k1 = 1/Rсв, в случае ре-
зистивной (диссипативной) и  k2 = Ссв, в случае 
емкостной (инерционной) связи. В экспериментах 
регистрировались временные реализации напря-
жений U1(t), U2(t)  на диодах, токов I1(t), I2(t) в 
контурах, спектры мощности, фазовые соотно-
шения между гармониками в спектре, проекции 
фазовых портретов и стробоскопические сечения.

Рис. 1. Схема экспериментальной установки (а) и элементы диссипативной (б) и инерци-
онной (в) связи

а

б в



Физика 49

а б

в

Рис. 2. Структура плоскости параметров (A1, A2) при: а – Rсв → ∞, б – Rсв = 67 кОм, в – Rсв = 5.23 кОм
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множество, а их размеры должны подчиняться 
известным закономерностям Фейгенбаума. Об-
ласти хаоса имеют место, когда только один из 
параметров превышает критическое значение, 
в случае A1 > A1с, A2 > A2с  имеет место область 
существования гиперхаоса. Следует отметить, 
что области существования хаоса и гиперхаоса 
не являются сплошными, в них имеют место 
«окна прозрачности» регулярных режимов, что 
обусловлено индивидуальной динамикой каждо-
го из осцилляторов. 

Рис. 2, б иллюстрирует структуру плоскости 
управляющих параметров (A1, A2) при срав-
нительно слабой связи Rсв = 67кОм. Введение 
связи приводит к искривлению границ областей 
существования различных режимов колебаний, а 
переходу к хаосу предшествует рождение стран-
ного нехаотического аттрактора. При данном 
значении параметра связи длинную (на сколько 
возможно в эксперименте) последовательность 
удвоений тора можно наблюдать, только когда 
один из параметров воздействия стремится к 
нулю. На плоскости параметров формируются 
терминальные точки TDT, на которых берут 
начало и заканчиваются линии удвоения торов, 
перехода к странному нехаотическому аттрак-
тору и хаосу. Рис. 3 иллюстрирует проекции 
аттракторов в сечении Пуанкаре на плоскость 
(A2sinω2t, i), наблюдаемые при движении по 
плоскости вдоль линии. Рис. 3, а соответству-

ет гладкому тору, рис. 3, б – удвоенному тору, 
рис. 3, в – странному нехаотическому аттрактору, 
рис. 3, г – хаотическому аттрактору. Переход 
к странному нехаотическому аттрактору на ат-
тракторе в сечении Пуанкаре сопровождается 
появлением изломов, в окрестности которых 
наблюдается «зашумление», что в свою очередь 
говорит о наличии локальной неустойчивости. 
Изломы на аттракторе в сечении Пуанкаре фор-
мируются для определенных значений фазы воз-
действия, что говорит о наличии фазозависимой 
динамики и существовании в этом диапазоне 
значений управляющих параметров странного 
нехаотического аттрактора. С дальнейшим изме-
нением параметров наблюдается переход к хаосу 
и его развитие, завершаемое формированием 
односвязного (в сечении Пуанкаре) аттрактора. 
В области хаоса имеют место гиперхаотические 
колебания, однако отследить их области суще-
ствования в эксперименте сложно.

Увеличение связи или уменьшение Rсв 
приводит к росту диссипации в контурах, и, 
как следствие, увеличению бифуркационных 
значений параметров воздействия. Рис. 2, в 
иллюстрирует структуру плоскости параметров 
(A1, A2) при Rсв = 5.23кОм. Количество областей, 
где существуют удвоенные торы, сокращается, 
и картина в целом напоминает аналогичную для 
нелинейного осциллятора с квазипериодическим 
воздействием [15, 16].

Рис. 3. Стробоскопические сечения проекций фазовых портретов на плоскость (A2 sin ω2t, i): а – тор, б – уд-
военный тор, в – странный нехаотический аттрактор, г – хаотический аттрактор

а

в

б

г



Физика 51

Случай инерционной связи

Емкостная связь не вносит дополнительных 
потерь в систему, и в этом случае можно ожидать 
появления дополнительных бифуркаций, кото-
рых не наблюдалось при диссипативной связи. 
На рис. 4 представлена структура пространства 
управляющих параметров (A1, A2) при Ссв= 620 пФ 

и соотношении частот 2
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обозначений аналогична рис. 2. 
Как и в случае диссипативной связи, в ди-

намике системы наблюдаются движения на торе, 
удвоенном торе, переход к странному нехаотиче-
скому аттрактору и хаосу. Рис. 5 иллюстрирует 
проекции стробоскопических сечений фазовых 
портретов на плоскость(A2 sin ω2t, i1), где i1 – ток 
диода в первом контуре, при движении вдоль 
прямой 1–2 (см. рис. 4). С увеличением A1 проис-
ходит переход от тора к удвоенному тору (рис. 5, а). 
С дальнейшим изменением параметров наблю-
дается рождение трехмерного тора (рис. 5, б), а 
затем синхронизация на шестисвязный в сечении 
Пуанкаре двумерный тор (рис. 5, в). С прибли-
жением к границе перехода порядок–хаос на-

блюдается рождение странного нехаотического 
аттрактора (рис. 5, г), а затем переход к хаосу. 
На рис. 5, д и 5, е представлены примеры двух и 
односвязного хаотических аттракторов в сечении 
Пуанкаре.

В связанных осцилляторах был обнаружен 
переход к хаосу через режим перемежаемости. 
При движении вдоль линии 3–4 (см. рис. 4) 
в точке 3 плоскости движение происходит на 
удвоенном торе (рис. 6, а). С движением по пло-
скости параметров к точке 4 на жирной линии 
наблюдается режим перемежаемости тор–хаос, 
на стробоскопическом сечении фазового пор-
трета данный эффект проявляется в ярко вы-
раженной траектории удвоенного тора и редких 
точках вне ее (рис. 6, б). При этом в реализации 
тока i1 наблюдается чередование ламинарных и 
хаотических реализаций. С дальнейшим изме-
нением параметров и приближением к точке 4 
плоскости параметров длина ламинарной фазы 
уменьшается, а хаотической, увеличивается, на 
стробоскопическом сечении фазового портрета 
эти изменения проявляются в более плотном 
заполнении пространства вне траектории удво-
енного тора (рис. 6, в–д).

Рис. 4. Структура плоскости параметров (A1, A2) при Ссв= 620 пФ 
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Рис. 5. Аттракторы в сечении Пуанкаре на плоскости (A2 sin ω2t, i) : а – удвоенный тор, б – трехмерный 
тор, в – двумерный резонансный тор, г – странный нехаотический аттрактор, д, е  – хаос
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Рис. 6. Аттракторы в сечении Пуанкаре на плоскости (A2 sin ω2t, i)
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Наблюдаемая последовательность бифур-
кационных переходов на плоскости параметров 
A1–A2 вдоль линии 1–2 имеет место и при движе-
нии вдоль линии 5–6 (см. рис. 4). Односвязный 
тор (рис. 7, а) с увеличением параметра A2 пре-
терпевает удвоение (рис. 7, б). С дальнейшим ро-
стом A2 наблюдается рождение трехмерного тора 
(рис. 7, в), при этом в двумерном стробоскопи-
ческом сечении наблюдается замкнутая кривая. 
Переход к хаосу от трехмерного тора – вопрос 
малоизученный, в данном контексте приводятся 
лишь результаты наблюдений без обсуждения 
особенностей перехода к хаосу. В области су-
ществования трехмерного тора имеют место 
области синхронизации к двумерным торам 

(рис. 7, г)  и рождение странного нехаотического 
аттрактора (рис.7, д). Процесс синхронизации к 
двумерному тору при наблюдении стробоско-
пических сечений напоминает синхронизацию 
двумерного тора к резонансному циклу: в сече-
нии фазового пространства происходит сгущение 
траекторий, а затем при некоторых пороговых 
значениях параметров происходит переход к 
двумерному тору. Переход к хаосу (рис. 7, е) в 
этой области происходит как через разрушение 
резонансных двумерных торов, так и через раз-
рушение трехмерного тора, однако детально от-
снять в эксперименте границу перехода к хаосу 
не представляется возможным, поэтому на рис. 4 
она обозначена сплошной линией. 

Заключение

В общем случае для неавтономных пассив-
ных систем можно выделить два типа динами-
ческих переменных – отражающих состояние 
системы и характеризующих фазу воздействия. 
В качестве примера можно рассмотреть модель 
неавтономной динамической системы в виде 

системы дифференциальных уравнений:

1 2
1

( , ,... ) sin( )
n

i
i j j j

j

dx
f x x x A t

dt
ω ψ

=

= + +∑ ,     (1)

где Aj – амплитуда, ωj – частота, а ψj – началь-
ная фаза j компоненты внешнего воздействия. 
Представляя фазу как ωjt + ψj  = φj и полагая, что 
dφj /dt = ωj , систему (1) можно переписать в виде

Рис. 7. Аттракторы в сечении Пуанкаре на плоскости (A2 sin ω2t, i): а – тор, б – удвоенный тор, в – трех-
мерный тор, г – двумерный резонансный тор, д – странный нехаотический аттрактор, е – хаос
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Здесь xi – собственно динамические переменные 
(где i = 1,2,3,4,…), а φj  – фазовые переменные  
(где j = 1,2,3,4,…). При иррациональном соот-
ношении частот воздействия ωj динамика неав-
тономных систем инвариантна по отношению к 
фазе ψj или разности фаз гармонических состав-
ляющих воздействия. Задание рационального 
соотношения частот воздействия приводит к 
нарушению инвариантности динамики системы 
по отношению к фазам ψj  или разностям фаз воз-
действия. Как следствие, возникают следующие 
вопросы: каковы последствия такого изменения, 
какова динамика системы, ее аттракторы, сце-
нарии перехода к хаосу, структура простран-
ства управляющих параметров, влияние и роль 
свойств симметрии и типов связи, характер и 
эволюция границ бассейнов притяжения?

Таким образом, полученные результаты, а 
также известные данные [19, 24, 25] позволяют 
сделать вывод, что типичными в связанных не-
линейных осцилляторах с иррациональным со-
отношением частот воздействия являются сцена-
рии перехода к хаосу через рождение странного 
нехаотического аттрактора, через разрушение 
трехмерного тора и через режим перемежае-
мости тор – хаос. Нарушение инвариантности 
к фазе или разности фаз воздействия приводит 
к формированию множества мультистабильных 
режимов колебаний, для которых применима 
следующая классификация: в пределе малой ам-
плитуды дополнительного воздействия каждый 
цикл периода N может быть реализован N спо -
 собами.

Работа выполнена при финансовой под-
держке РФФИ (проекты 11-02-91334 и 11-  02-
00599).
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СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ РАЗНЫХ ВИДОВ ФОТОТЕРАПИИ 
У БОЛЬНЫХ КРАСНЫМ ПЛОСКИМ ЛИШАЕМ

Н. А. Слесаренко, Е. М. Решетникова, М. А. Резникова

Саратовский государственный медицинский 
университет им. В. И. Разумовского 
E-mail: naslesar@mail.ru

Представлено клинико-иммунологическое исследование 26 боль-
ных с диссеминированными формами красного плоского лишая 
(КПЛ) (с типичными проявлениями на коже и слизистых обо-
лочках). Было выявлено, что для КПЛ характерно появление в 
крови повышенного количества лимфоцитов с активированным 
ядерным хроматином, что свидетельствует об интенсивной кле-
точной иммунной реакции. Проведена сравнительная оценка 
клинической эффективности и влияния на иммунный ответ двух 
методов фототерапии (фотохимиотерапия (ПУВА) и узкополосная 
средневолновая терапия (УФБ 311 нм)).
Ключевые слова: красный плоский лишай, иммунные наруше-
ния, фототерапия.

Comparative Analysis of Different Types of Phototherapy
in Patients with Lichen Planus

N. A. Slesarenko, E. M. Reshetnikova, M. A. Reznikova

Presents clinical-immunological study of 26 patients with lichen planus 
(LP) (typical manifestations on the skin and mucous membranes). It 
was found that for the LP characterized by the appearance of the blood 
of an increased number of lymphocytes with active nuclear chromatin, 
which testifies to the intensive cellular immune response. Compara-
tive evaluation of clinical effectiveness and impact on the immune 
response of the two methods of phototherapy (photochemotherapy 
(PUVA) and narrow-band UVB - therapy (UV-B 311нм)).
Key words: lichen planus, immunological abnormalities, photo-
therapy.

Красный плоский лишай (КПЛ) – хрони-
ческое воспалительное заболевание, проявля-
ющееся поражением кожи, слизистых оболочек 
полости рта, половых органов и ониходистрофи-
ей. Доля дерматоза среди кожных заболеваний 
составляет от 1.5 до 2.5% и до 50–70% – среди 

заболеваний полости рта. Встречается у 0.1–2% 
населения, чаще у женщин в возрасте от 40 до 
65 лет (1–3). Согласно сообщениям отечествен-
ных авторов, в последние годы увеличилась 
частота рецидивирования этого заболевания, 
отмечается рост числа больных, страдающих 
атипичными формами КПЛ. Описаны элементы 
КПЛ на слизистой кишечника, мочевого пузыря, 
эндометрия. Имеются данные, свидетельствую-
щие об идентичности неспецифического язвен-
ного колита и эрозивно-язвенной формы КПЛ 
[4]. Описано злокачественное перерождение 
КПЛ, что послужило поводом для причисления 
его к преканкрозным заболеваниям с частотой 
малигнизации от 6 до 16% [5, 6]. Почти у 90% 
больных с пересаженными органами в момент 
отторжения трансплантата могут появляться 
высыпания КПЛ [7]. В связи с этим заболевание 
привлекает к себе внимание не только дермато-
логов и стоматологов, но и иммунологов, тера-
певтов, трансплантологов, онкологов.

По современным представлениям, КПЛ яв-
ляется специфическим типом клеточно-опосре-
дуемой реактивности кожи и слизистой оболочки 
к ряду определенных антигенов (вирусы, лекар-
ственные препараты, собственные метаболиты, 
абберантные клетки и другие), при которой в 
результате иммунных нарушений осуществля-
ется агрессия Th1-лимфоцитов по отношению к 
клеткам базального слоя эпидермиса с образова-
нием дегенеративно-измененных кератиноцитов. 
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