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1. ВВЕДЕНИЕ

Все более актуальными становятся исследова�
ния не только связи различных глобальных и ре�
гиональных климатических процессов, но и на�
правления воздействия, которое может быть не
односторонним и меняться во времени, в том
числе и вследствие внешних естественных и ан�
тропогенных воздействий [1–28]. Для исследова�
ния причинно�следственных связей в земной
климатической системе полезен подход, осно�
ванный на понятии “причинности по Грейндже�
ру” [29], позволяющий оценивать степень взаим�
ного влияния климатических процессов с учетом
внешних воздействий (см., например [13, 14, 18,
19, 21, 23, 25, 26, 28]). Связь двух процессов может
быть как однонаправленной (ОС, с воздействием
одного из двух исследуемых процессов на дру�
гой), так и двунаправленной (ДС, со взаимным
воздействием), как, например, было выявлено
при анализе причинности по Грейнджеру для яв�
лений Эль�Ниньо и индийского муссона [25, 26]. 

Система Y влияет на систему X “по Грейндже�
ру”, если прогноз будущего поведения X улучша�
ется при учете данных об Y по сравнению с про�
гнозом, основанным только на данных об X. Не�

нулевое улучшение прогноза (УП) ассоциируется
с наличием воздействия Y на X, а ненулевые УП
“в обе стороны” обычно интерпретируются как
признак ДС. При этом прогноз осуществляется
на один временной шаг  – интервал выборки.
Однако возможна сложная зависимость УП от Δt,
и в [30, 31] было отмечено, что при достаточно
редкой выборке даже в случае однонаправленно
связанных систем могут наблюдаться ненулевые
УП в обе стороны, т.е. “ложные связи”. Это прин�
ципиальное обстоятельство необходимо учиты�
вать, в частности, при анализе климатических
данных. 

В данной работе проведен анализ эффекта ред�
кой выборки при определении взаимосвязи про�
цессов по временны;м рядам данных на основе
причинности по Грейнджеру. Наличие этого эф�
фекта, приводящего к недостоверным выводам о
ДС, выявлено при исследовании вариаций гло�
бальной приповерхностной температуры и пото�
ка солнечного излучения. Возможность ложных
выводов продемонстрирована на примере эта�
лонных стохастических систем с ОС. Представ�
лен статистический тест для различения ОС и ДС,
основанный на учете эффекта редкой выборки. С
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помощью предложенного теста проверен вывод о
ДС между ЭНЮК и индийским муссоном [25, 26]. 

2. ПРИЧИННОСТЬ ПО ГРЕЙНДЖЕРУ 

Пусть  – двухмерный случайный
процесс, реализации которого регистрируются в
дискретные моменты времени с интервалом вы�
борки :   где n – целое.
Для наборов значений x и y до момента времени

n можно ввести обозначения  и

 Из всех возможных способов инди�
видуального (без учета Y) прогноза величины 
наименьший средний квадрат ошибки достига�

ется при  где  означает

условное математическое ожидание  при усло�

вии  Обозначим дисперсию этой ошибки

 Наилучший совместный
(с учетом Y) прогноз дается формулой

 и имеет ошибку с дисперсией

 Нормированная величина

УП  =  характеризует
причинность по Грейнджеру (влияние) в на�
правлении  Аналогично определяется
влияние  

Подобный подход был впервые реализован
[29] для стационарных гауссовских процессов

 Использовалось то обстоятельство, что та�
кой процесс единственным образом описывается
двухмерным линейным уравнением авторегрес�
сии (АР) вида

(1)

где  – двухмерный гауссовский белый шум
с нулевым средним, соответствующими дисперсия�

ми компонентов  и  ковариацией 
Условие, что шум “белый”, эквивалентно минимуму

ошибки прогноза [32], при этом  и

 Далее, процесс  подчиняется и одно�
мерному уравнению АР, т.е. первому уравнению (1) с

нулевыми  и белым шумом  дисперсия которо�

го  Теперь по дисперсиям шумов  
определяется величина УП  Аналогично опре�
деляется величина  
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Чтобы оценить теоретические величины  и

 по конечному временно;му ряду  все
суммы в уравнениях (1) ограничиваются членом

 (вместо ), и оцениваются коэффициен�
ты и дисперсии шумов в АР моделях порядка p с по�
мощью стандартного метода наименьших квадра�
тов. В анализируемых далее численных примерах
длина ряда N велика, так что величина p выбира�
ется просто настолько большой, чтобы результа�
ты оценивания практически перестали меняться
с ее дальнейшим увеличением (а именно, 
оказалось достаточным во всех примерах). При
анализе климатических временны;х рядов для вы�
бора порядка используется критерий Шварца
[33]. Статистическая значимость отличия оценок

 и  от нуля проверяется с помощью F�те�
ста Фишера [34].

Следует отметить, что уравнения (1) при раз�
личных  являются различными справедливыми
представлениями исходной системы  Но
как величины  и  меняются при измене�
нии Δt? Если нет реального воздействия 
то логично было бы ожидать  при любом

 или, по меньшей мере,  и 
Однако эти ожидания не обязательно оправдыва�
ются [35], более того, относительная мера «лож�
ной причинности»  может суще�
ственно превышать единицу. 

3. ЭФФЕКТ РЕДКОЙ ВЫБОРКИ

Для оценки влияния интервала выборки на ре�
зультаты оценки связей проведен анализ стоха�
стических линейных диссипативных осциллято�
ров с дискретным временем:

(2)

где Ξ, Ψ – независимые гауссовские белые шумы с

нулевым средним и дисперсиями  и   и  –
коэффициенты связи. Собственный период колеба�
ний X (положение пика в спектре мощности) и его
время релаксации (определяет ширину пика) даются
выражениями  и

 [36]. Соответствующие выраже�
ния для Y аналогичны. В качестве стартовых значе�
ний для анализа использовались значения периодов
колебаний  и времен релаксации

 дисперсий шумов  коэф�
фициентов связи  и  (ОС ).
Величины УП оценивались по временны;м рядам

достаточно большой длины  так что стати�
стические флуктуации были пренебрежимо малы.
Согласно рис. 1 (кружки) ОС адекватно характери�
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зуется величинами УП при   и
 Однако с ростом  положительными

становятся и значения  эта “ложная связь” и
есть проявление эффекта редкой выборки. Значе�
ние  максимально при  где  озна�
чает, что УП в направлении  не соответ�
ствующем реальному воздействию, достаточно
велико – составляет 10% от УП в направлении ре�
ального воздействия  При  зависи�
мость между значениями x, y в сильно удаленные
последовательные моменты пропадает и величины

  близки к 0 (см. рис. 1a, 1б, ) –
процесс (  ) становится белым шумом.

Следует отметить для интерпретации ненуле�
вых  при  что X – марковский процесс
второго порядка и вектор (  ) содержит
полную информацию о распределении будущих
значений  при любом  В этом случае
(  ) полностью определяет состояние
процесса X в момент времени t без УП процесса X
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при учете Y. При  прогноз  на основе
{    …} не является наилуч�
шим, так как значение  не может быть в точ�
ности восстановлено по прореженным данным для
X. При этом дополнительная прогностическая ин�
формация может быть получена по данным об Y за
счет корреляции между  и наблюдаемыми
значениями Y, тем самым приводя к положительно�
му УП  не соответствующему реальному воз�
действию. Таким образом, источник “ложных свя�
зей” – неполнота информации о состоянии веду�
щей системы в наблюдаемых данных. 

Положительные  и r отмечаются в широ�
ких диапазонах значений параметров, как пока�
зано на рис. 2, где  и на каждом графике ме�
няется один из параметров, а все остальные име�
ют фиксированные значения из базового набора

   

 При малых шумах в ведомой системе 
лучше восстанавливаются состояния ведущей си�
стемы по данным об Y, а поэтому велико оказыва�
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Рис. 1. Характеристики причинности по Грейнджеру для однонаправленно связанных осцилляторов (2) при
 с прореживанием (кружки, сплошные линии) и с прореживанием и осреднением (ромбики, штриховые

линии).
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Рис. 2. Характеристики причинности по Грейнджеру для однонаправленно связанных осцилляторов (2) в зависимости
от различных параметров системы при остальных фиксированных из базового набора  

   д –  (черные кружки), е –  (ромбики). 

5,X YT T= = 4,X Yτ = τ =

2 2 1,Ξ Ψσ = σ = 0,XB = 0.3.YB = Xτ = τ Yτ = τ
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ется и  и  (рис. 2ж, 2з). Отноше�
ние r превышает единицу при  (рис. 2г) или

 (рис. 2б). Следует отметить, что r столь
велико для неидентичных осцилляторов (в ука�
занных случаях – при ), тогда как для

идентичных (т.е. при   )
оно остается в пределах  Согласно рис. 2д, 2е
величина r по�разному зависит от двух времен ре�
лаксации: она растет с ростом  и падает с ро�
стом  последнее связано с тем, что информа�
ция о состоянии X хуже восстанавливается по
данным от Y. Поэтому еще большие значения

 и r наблюдаются, когда время релаксации ве�
дущей системы сравнительно велико, а ведомой ма�

ло. Например, при    и
остальных параметрах из базового набора следует

с превышением всех значений на рис. 2. 

Представленные результаты свидетельствуют,
что эффект ложных связей из�за редкой выборки
типичен (проявляется не только при каких�то из�
бранных значениях параметров) и может быть
весьма сильным ( ). Оба эти вывода нетриви�
альны, и их важно учитывать при детектировании
и анализе реальных связей. В целом, следует ожи�
дать, что для систем с непрерывным временем
эффект редкой выборки может проявляться при
любом интервале выборки, так как это уже проре�
живание. Это подтверждают численные экспери�
менты с аналогичными стохастическими осцил�
ляторами с непрерывным временем. Однако при
уменьшении интервала выборки величина 
уменьшается, так что при оценке по конечному
временно;му ряду она не признается значимой. В
связи с этим ложные связи фактически проявля�
ются только при не очень малом интервале вы�
борки, зависящем от длины временно;го ряда и
теоретического значения  

Вопрос об общих условиях максимального
проявления эффекта ложных связей и его зависи�
мости от параметров систем требует особого рас�
смотрения. Отмеченный эффект не обязательно
связан с соотношением между частотой выборки
анализируемых прореженных данных и частотой
Найквиста для более детальных данных. Его про�
явление должно зависеть от соотношения между
интервалом выборки и ключевыми параметрами
исследуемых систем, включая характерные пери�
оды колебаний осцилляторов. Согласно получен�
ным в данной работе результатам, в частности для
осцилляторов с близкими периодами, макси�
мальный эффект проявляется при интервале вы�
борки в пределах от 1/3 до 2/3 характерного пери�
ода колебаний. Для случая, представленного на
рис. 1а, с  это соотношение при максиму�
ме для  близко к 2/3. 
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→
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0.14y xG
→

=

1r >

y xG
→

.y xG
→

4.4XT =

3tΔ =

Следует отметить, что в климатических иссле�
дованиях рассматриваются не только прорежен�
ные, а прореженные и осредненные за интервал
выборки (временной шаг) данные. Для исходной
системы с дискретным временем это сводится к
следующему:

(3)

При этом имеет место аналогичный эффект ред�
кой выборки. Величины “ложной связи”  и r
оказываются близкими к случаю простого проре�
живания и даже могут превосходить последние
(рис. 1, ромбики). 

4. СВЯЗЬ ВАРИАЦИЙ 
СОЛНЕЧНОГО ИЗЛУЧЕНИЯ И ГПТ

Эффект редкой выборки для климатических
процессов можно оценить при анализе связи ва�
риаций потока солнечного излучения  и гло�
бальной приповерхностной температуры  од�
нонаправленный характер которой известен
априори. Воздействие  было очевидно [18,
37, 38], а  нереалистично. Представленные
на рис. 3а, 3б ежемесячные (  мес) данные
для  и  (см., например, http://climexp.knmi.nl)
охватывают период 1882–2008 гг., т.е. N =
= 1524 мес. Медленный рост обеих величин мо�
жет быть связан со стохастическим трендом ста�
ционарных процессов [3], так что оценка причин�
ности по Грейнджеру с помощью АР моделей
применима. Далее рассматриваются оценки УП
по исходным данным, а также по прореженным и
осредненным данным согласно (3) для интерва�
лов  3, 6, 9, 12 мес с длиной соответствующих
рядов  

При оценке причинности по Грейнджеру по
рядам вариаций потока солнечного излучения и
глобальной приповерхностной температуры ис�
пользовались индивидуальные АР модели раз�
личного порядка авторегрессии p и с многочлена�
ми различных степеней K в правой части. Опти�
мальная модель процесса x выбиралась по
критерию Шварца [33] из условия минимизации

Sx =  +  где k – количество оцени�

ваемых коэффициентов. Аналогично подбира�
лись и индивидуальные порядки и степени для
процесса y. Для анализировавшихся данных оп�
тимальными всегда оказывались линейные моде�
ли x и y, см. рис. 3в, 3г для  где оптимальный
АР порядок для x равен  а для y –  Для
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оценки  по тому же критерию подбиралось
оптимальное количество  учтенных значений y
при прогнозе x. Оно оказалось равным единице
во всех случаях, кроме  где оно равно нулю.
Аналогично, при расчете  оптимальное коли�
чество  учтенных значений x при прогнозе y во
всех случаях равно единице. При этом число оце�
ниваемых коэффициентов АР�моделей всегда

должно быть меньше  для достаточной стати�
стики [25], иначе оценке уровня значимости по
F�тесту нельзя доверять.

Итак, при  величина  при любом не�
нулевом  (например,  на рис. 3д) стати�
стически незначимо отлична от нуля (оценка
уровня значимости q по F�тесту много больше
0.05 – см. рис. 3е), т.е. ложная связь  не от�
мечается. Что касается противоположного влия�
ния, то величина  значимо положи�
тельна на уровне  т.е. воздействие 
корректно выявляется по ежемесячным данным.
При  статистически значимые УП отмеча�
ются в обоих направлениях (рис. 3д, 3е) – еще
один пример эффекта редкой выборки. Таким об�
разом, ложные выводы о ДС при анализе клима�
тических рядов вполне возможны, и требуется
специальная проверка. 

5. ТЕСТ НА ДВУНАПРАВЛЕННУЮ СВЯЗЬ 

Согласно полученным результатам при анали�

зе временно;го ряда  нельзя с достоверно�
стью сделать вывод о наличии двунаправленной

y xG
→

xyp

1,tΔ =

x yG
→

yxp

N

1tΔ = y xG
→

xyp 1xyp =

y x→

0.006x yG
→

=

0.002,q < x y→

1tΔ >

{ } 1
, N

n n n
x y

=

связи, даже если обе оценки  и  стати�
стически значимо отличны от нуля. Для такого
вывода нужно провести специальную проверку
“нулевой гипотезы” об ОС с ее подтверждением
или опровержением. При этом вероятность оши�
бочного опровержения не должна превышать не�
которой малой величины (уровня значимости).
Для тестирования можно использовать, в частно�
сти, следующий подход [35]. Рассмотрим некото�
рый класс M моделей процесса  с ОС и неко�
торым “внутренним” временны;м шагом, мень�
шим интервала выборки Δt. Проведем в M поиск
модели, способной адекватно воспроизвести ста�
тистические характеристики наблюдаемых дан�
ных  Если такая модель существует, то ги�
потеза ОС не может быть опровергнута (тест на
двунаправленную связь дает отрицательный ре�
зультат). Следует подчеркнуть, что тест проводит�
ся лишь на основе имеющихся данных с интерва�
лом выборки  поскольку данных с меньшим
интервалом выборки (как в примере п. 4) обычно
нет. Меньший временной шаг используется толь�
ко в модели, “прореженные” характеристики ко�
торой сравниваются с их аналогами, оцененными
по данным наблюдений.

Для реализации этого подхода на примере ста�
ционарных гауссовских процессов с дискретным
временем рассмотрим класс M моделей вида 

(4)
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Рис. 3. Эффект редкой выборки при анализе связи вариаций потока солнечного излучения (солнечной постоянной)
(а) и аномалий глобальной приповерхностной температуры (б): в, г – соответствующие зависимости критерия Швар�
ца от порядка индивидуальной АР модели с многочленом степени 1 (кружки), 2 (крестики), 3 (ромбики); д, е – харак�
теристики причинности по Грейнджеру и уровень значимости вывода об их положительности в зависимости от интер�
вала выборки. Оптимальные значения АР порядков: px = 6, 10, 5 при Δt = 1, 3, 6 и py = 5, 2, 4, 4, 4 при Δt = 1, 3, 6, 9, 12.

При Δt = 9, 12 оптимальные px = 12, 9 даже с  дают число коэффициентов больше  так что оценки УП нена�
дежны (не показано). Пунктиром отмечен уровень . 

1xyp = ,N
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где временной шаг  т.е. τ в целое число
раз L меньше   и  – независимые гаус�
совские шумы с соответствующими дисперсиями

 и  Оба направления ОС  и 
следует проверить по очереди. Для определенно�
сти проверим гипотезу ОС , т.е. модель (4)
с  При этом класс M характеризуется че�
тырьмя параметрами P, Q, R, L. Свойства гауссов�
ских процессов X и Y полностью определяются их
авто� и взаимными ковариационными функция�
ми (АКФ и ВКФ) [32]. Опираясь на это, можно
найти закон распределения выборочных оценок
АКФ и ВКФ для модели (4) и тем самым аналити�
ческий критерий статистического согласия меж�
ду КФ модели и выборочных КФ анализируемых
данных.

Для ( )�мерного вектора парамет�
ров модели (4) можно ввести обозначение θ' =

   При за�

данном значении θ' АКФ и ВКФ модели (3) могут
быть точно найдены решением линейных алгеб�
раических уравнений. Для D�мерного вектора
значений АКФ и ВКФ модели ( ), где

 =  можно ввести обозначе�

ние ρ' =    а

также обозначение  для вектора выборочных оце�
нок КФ, полученных для анализируемых времен�

ны;х рядов  т.е.  = 

 =   = 

 Если анализируемый процесс принад�

лежит классу M (соответствует некоторому априори

неизвестному значению ) и N велико, то для 
распределение характеризуется D�мерным гауссов�
ским законом со средним ρ' (также соответствую�

щим ) и матрицей ковариаций C, выражае�
мой через ρ' по формуле Бартлетта [32]. Величина

 где T означает транспониро�
вание, распределена тогда по закону “хи�квад�

рат” с D степенями свободы [32]. Поскольку 
априори неизвестно, то с целью поиска наилуч�
шей модели анализируемых процессов в классе M

определим минимальное значение  величины

 как функции параметров модели θ'. Если ана�
лизируемый процесс принадлежит классу M, то

величина  распределена по закону “хи�квад�
рат”, но уже с  степенями свободы, так как
по D' переменным проводилась оптимизация.
Обозначим (1 – q)�квантиль этого распределения
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через  Если  то гипотеза ОС опро�
вергается на уровне значимости q (с вероятно�
стью ошибки q). Далее при анализе используется
обычное значение  Величина K принята
равной 20, чтобы в рассматриваемых примерах
вектор  включал в себя все существенно отлич�
ные от нуля значения АКФ и ВКФ. 

Гипотеза может быть опровергнута ошибочно,
если в классе M недостаточно велики значения P,
Q, R или не должное L. Следует варьировать эти
параметры в некотором диапазоне и повторить
тест при различных P, Q, R, L. Если данные полу�
чены с осреднением (3), это учитывается при рас�
чете значений ρ' в модели, других изменений вно�
сить в процедуру тестирования не требуется. 

Эффективность теста проверялась на примере
осцилляторов (2) при  и различных 
Для каждого набора значений параметров гене�
рировались ансамбли из 100 рядов фиксирован�
ной длины    с простым проре�
живанием при  Величина  соответ�
ствует ОС и положительному УП 
(см. рис. 2а при ). Оценки  статистиче�
ски значимо отличны от нуля (на уровне 0.05 со�
гласно F�тесту) с вероятностью 0.22 при 
0.53 при  и 0.68 при  Таким об�
разом, ложный вывод о ДС только по оценкам УП
весьма вероятен. Проверка гипотезы ОС 
проводилась для каждого временно;го ряда от�
дельно при  и различных P, Q, R в диапазоне
от 1 до 5. Рассчитывалась относительная частота f
опровержений нулевой гипотезы (доля времен�
ны;х рядов в ансамбле, для которых гипотеза ока�
залась опровергнутой). При  она характе�
ризует частоту ошибочных выводов и, следова�
тельно, должна быть не более заявленного уровня
значимости  чтобы тест был корректным.
Согласно рис. 4a–4г это справедливо, даже если
P, Q, R заметно больше, чем порядок исходной
системы (2). 

При  частота f характеризует частоту
правильных опровержений гипотезы ОС (чув�
ствительность метода к ДС). Чем f больше, тем
эффективнее тест. Она растет с ростом  и до�
стигает больших значений, если P, Q, R не слиш�
ком велики (рис. 4а, 4б). Величина f уменьшается
с уменьшением N и ростом P, Q, R (рис. 4г). Это
ожидаемо – более широкий класс моделей дает
большую вероятность найти модель с КФ, близ�
кими к наблюдаемым выборочным КФ с точно�
стью до ошибок их оценивания, которые растут с
уменьшением N. Все результаты аналогичны для

 и  (не показаны). Таким образом, тест
работает корректно и с достаточно высокой чув�
ствительностью.

2
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Подход может быть реализован и при описа�
нии процессов с помощью стохастических диф�
ференциальных уравнений вместо разностных
(4). При этом единственным отличием будет спо�
соб расчета модельных значений ρ', которые нахо�
дятся путем решения соответствующей системы
обыкновенных дифференциальных (а не алгебраи�
ческих) уравнений. Он может быть расширен также
на случай нелинейных систем [35]. 

6. ОЦЕНКА СВЯЗИ МЕЖДУ ЭНЮК
И ИНДИЙСКИМ МУССОНОМ 

Представленный тест был применен для про�
верки прежнего вывода о ДС [25, 26] между Эль�
Ниньо – Южным колебанием и индийским мус�
соном – явлениями, с которыми связаны важней�
шие процессы в Азиатско�Тихоокеанском регио�
не и имеющими глобальное значение [12, 25, 26,
39, 40]. Для сделанного вывода о ДС есть реальные
основания с механизмами воздействий в обоих на�
правлениях. В связи с формированием аномалий
температуры поверхности океана в экваториальных
широтах в Тихом океане во время Эль�Ниньо и Ла�
Нинья с соответствующими изменениями конвек�
тивных процессов, зональной циркуляции Уокера и
меридиональной Хэдли, смещением внутритропи�
ческой зоны конвергенции проявляются значи�
мые сезонные аномалии температуры и осадков
во многих регионах, в том числе в области индий�
ского муссона. В свою очередь, от режимов азиат�
ского и австралийского муссонов зависят цирку�
ляционные особенности, положение областей
интенсивной конвекции и облачности в зоне
формирования Эль�Ниньо и Ла�Нинья (см., на�
пример, [25, 26]). 

На рис. 5 приведены временны;е ряды ежемесяч�
ных значений  для муссонного индекса (рис. 5а) –
аномалий количества осадков над Индией (см., на�
пример, http://climexp.knmi.nl/data/pALLIN.dat) с
удаленным годовым ходом и  для индекса ЭНЮК
(рис. 5б) – аномалий температуры поверхности
океана в области Ниньо�3 (см., например, http://

nx

ny

climexp.knmi.nl/data/iersst\_nino3a.dat) за пери�
од 1871–2006 гг. с длиной рядов  при

 мес. В [25, 26] на основе анализа этих рядов
данных при использовании линейных АР моделей
были получены положительные УП в обоих на�
правлениях с  и  значи�
мо отличными от нуля на уровне менее 0.001 со�
гласно F�тесту. Учет нелинейных членов мало ме�
нял результаты. При этом следует отметить, что
подобные значения УП могут отмечаться и для
систем с ОС, как в случае с модельной системой
(2), особенно когда различаются времена релак�
сации двух процессов. АКФ для муссонного ин�
декса спадает быстрее, чем АКФ для индекса
ЭНЮК (рис. 5а, 5б), что дает добавочную мотива�
цию для более детальной проверки типа взаимо�
связи двух процессов. 

В связи с тем, что анализировались суммарное
за месяц количество осадков над Индией и сред�
немесячное значение температуры поверхности
океана в области проявления ЭНЮК, использо�
вался тест с учетом осреднения (3). Применялись
только линейные АР модели (4), так как нелиней�
ность играет малую роль. 

Проверялась гипотеза об ОС для каждого на�
правления при  (с 2�недельным “внутрен�
ним” временны;м шагом τ в динамике процессов),

 (с 10�суточным шагом τ) и  (с недель�
ным шагом τ). Временны;е масштабы порядка не�
дели характерны для атмосферных процессов.
Значения P, Q, R, S менялись в диапазоне от 1 до
5. Обе гипотезы об ОС оказались опровергнуты
на уровне значимости  для всех анализи�
ровавшихся моделей. Наилучшее соответствие
между модельными и наблюдаемыми КФ было
достигнуто при    т.е. для ОС
“муссон → ЭНЮК” (рис. 5в–5д). АКФ этой мо�
дели (крестики) достаточно близки к АКФ анали�
зируемых данных (кружки) в отличие от ВКФ
(рис. 5д). ВКФ анализируемых данных имеет
максимум при временно;м лаге два месяца (“мус�
сон ведет”), но ее значения при малых отрица�
тельных лагах тоже достаточно велики. Оказыва�

1632N =

1tΔ =

0.020y xG
→

= 0.017,x yG
→

=

2L =

3L = 4L =

0.05q <

2,L = 3,P Q= = 1,R =
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0.4

0.20.10
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Рис. 4. Частота опровержения гипотезы ОС для системы (2) при : крестики для  ромбики – 
кружки – : а –    б –    в –  г –  (   для в, г). При

 f характеризует частоту ошибочных выводов. Пунктиром показана допустимая величина частоты ошибок при
q = 0.05 и учете закона Бернулли для распределения частоты при ансамбле в 100 рядов. При  f характеризует чув�
ствительность метода.

2tΔ = 1000,N = 2000,N =

3 0 0 0N = 2,P = 2,Q = 1,R = 3,P = 3,Q = 3,R = 0,XB = 0.2XB = ,P Q= 1R =

0XB =

0XB >
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ется, что любая модель (4) с ОС X → Y может
иметь такую медленно меняющуюся в окрестно�
сти нуля ВКФ, только если при этом АКФ про�
цесса X не является столь быстро спадающей, как
на рис. 5в (кружки). Таким образом, эта модель
может воспроизвести либо АКФ муссонного ин�
декса, либо ВКФ, но не обе функции вместе, что
свидетельствует о неадекватности модели с ОС
“муссон → ЭНЮК”. Тест количественно оцени�
вает меру этой неадекватности: для отмеченной

наилучшей модели (см. рис. 5в–5д)  >

 Модели с противоположным на�
правлением ОС расходятся с анализируемыми

данными еще сильнее:  > 
для наилучшей модели с   
(см. рис. 5е–5з). Таким образом, вывод о ДС для
ЭНЮК и индийского муссона прошел дополни�
тельную проверку: он не является результатом
редкой выборки, по крайней мере, если собствен�
ный временной шаг процессов τ лежит в диапазо�
не от недели до месяца.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Показан эффект редкой выборки при анализе
связей между климатическими процессами по
временны;м рядам. В частности, при достаточно
большом интервале выборки результаты анализа
причинности “по Грейнджеру” могут для систем с

2
minˆ 144χ =

2
0.95 95.1.> χ =

2
minˆ 705χ =

2
0.95 92.8χ =

3,L = 4,P Q= = 1S =

однонаправленной связью ошибочно свидетель�
ствовать о двунаправленной связи. Этот эффект
“ложных связей” из�за редкой выборки проявля�
ется при анализе вариаций потока солнечного из�
лучения и глобальной приповерхностной темпе�
ратуры. При использовании данных, прорежен�
ных и осредненных на интервалах 3 месяца или
6 месяцев, фиксируется значимое ненулевое
“воздействие” ГПТ на солнечную активность, что
не отмечается для ежемесячных данных. Пред�
ставлен специальный тест для надежного выявле�
ния двунаправленной связи, который использо�
ван для анализа взаимодействия между ЭНЮК и
индийским муссоном. Прежний вывод о взаим�
ном воздействии этих процессов подтвержден
этим тестом, по крайней мере, при анализировав�
шихся временны;х шагах от недели до месяца. 

Предложенный тест для подтверждения или
опровержения предположений о типе взаимосвя�
зи процессов может быть реализован при описа�
нии процессов с помощью дифференциальных
уравнений, основанных на физических модель�
ных соображениях, с достаточно широкой обла�
стью его применимости. Он представляется по�
тенциально полезным в детальных исследовани�
ях взаимодействия климатических процессов с
проверкой выводов о двунаправленных связях
аналогично проведенной в данной работе. Соот�
ветствующее более широкое рассмотрение при�
чинности при наличии трех и более взаимодей�
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Рис. 5. Анализ взаимосвязи индийского муссона (а) и ЭНЮК (б): а, б – временны;е ряды; в–з – ковариационные
функции наблюдаемых данных (кружки) и модели (крестики) с ОС в направлении “муссон → ЭНЮК” при 

  (в–д) и в направлении “ЭНЮК → муссон” при    (е–з). 
3,P Q= =

1,R = 2L = 4,P Q= = 1,S = 3L =
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Abstract—It is shown that the approach based on the Granger causality may lead to erroneous conclusions
about bidirectional coupling (BC) in the case of unidirectional coupling (UC) and quite a sparse sample of
the data series analyzed. This effect was revealed in an analysis of coupling between variations in the solar irra�
diance and global near�surface temperature. We present a statistical test to confirm or reject speculations
about the character (unidirectional or bidirectional) of coupling. The corresponding analysis of coupling
between phenomena of El Niño and the Indian Monsoon confirmed the earlier conclusions about their
mutual influence.

Keywords: time series, estimates of couplings, unidirectional coupling, bidirectional coupling, Granger cau�
sality, temperature, solar activity, El Niño, Southern Oscillation, Indian Monsoon.
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