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ВОССТАНОВЛЕНИЕ СИСТЕМ
НЕЙТРАЛЬНОГО ТИПА С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

А.С. Караваев, В.И. Пономаренко, М.Д. Прохоров

Предложены методы реконструкции систем с задержкой, моделируемых дифферен-
циальными уравнениями нейтрального типа с запаздыванием, по временным рядам. Эф-
фективность методов продемонстрирована на численных примерах при восстановлении
обобщенного уравнения Маккея–Гласса и модельных уравнений, описывающих качку
корабля и колебания тела вертикально стоящего человека.

Ключевые слова: Реконструкция уравнений, системы с запаздыванием, анализ временных
рядов.

Введение

Моделирование и исследование многомерных колебательных систем со слож-
ной динамикой по зашумленным временным реализациям экспериментально наблю-
даемых величин является актуальной междисциплинарной задачей, имеющей боль-
шое значение при изучении многих реальных объектов, описание которых «из пер-
вых принципов» затруднено или невозможно. Решение этой задачи важно не только
для описания динамики системы и прогноза ее поведения во времени и при измене-
нии параметров. Оно позволяет также оценить адекватность заложенных в модели
представлений об объекте, осуществить классификацию систем и режимов их функ-
ционирования, восстановить скрытые переменные и определить значения парамет-
ров, недоступных непосредственному измерению в эксперименте.

Использование при реконструкции модельных уравнений по временным ря-
дам универсальных методик, не учитывающих особенности объекта, как правило,
не приводит к успеху. На хороший результат обычно можно рассчитывать лишь при
использовании специальных технологий реконструкции для определенных классов
объектов. Такой класс, в частности, составляют системы с запаздыванием. Обычно
они моделируются дифференциальными уравнениями с запаздывающим аргумен-
том. Такие модели успешно применяются во многих разделах физики, биологии и
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химии [1–4]. В достаточно общем случае системы с запаздывающей обратной связью
описываются уравнением следующего вида:

εnx(n)(t) + εn−1x
(n−1)(t) + · · ·+ ε1ẋ(t) = F (x(t), x(t− τ1), . . . , x(t− τk)) , (1)

где x(t) – состояние системы в момент времени t; x(n)(t) – производная по времени
порядка n; τ1, . . . , τk – времена запаздывания; ε1, . . . , εn – параметры, характеризу-
ющие инерционные свойства системы; F – некоторая функция.

Так как системы с запаздыванием обладают бесконечно большим числом сте-
пеней свободы, это вносит трудности в решение задачи реконструкции по временно-
му ряду. Даже уравнения первого порядка с запаздыванием могут демонстрировать
хаотические колебания, которым в фазовом пространстве соответствуют аттракторы
очень высокой размерности. Поэтому для реконструкции систем вида (1) с задерж-
кой разрабатывают специальные методы [5–15].

Помимо систем, моделируемых уравнением (1), динамика которых зависит от
состояния динамической переменной в задержанные моменты времени, существует
класс систем с запаздыванием, динамика которых зависит от скорости изменения
динамической переменной в задержанные моменты времени. Такие системы доста-
точно распространены в физике, биологии, инженерных науках [4,16–20]. Они опи-
сываются дифференциальными уравнениями нейтрального типа с запаздыванием.
Наиболее часто используемыми моделями нейтрального типа являются дифферен-
циальные уравнения второго порядка с запаздыванием

ε2ẍ(t) + ε1ẋ(t) = F (x(t), x(t− τ1), ẋ(t− τ2)) . (2)

К таким уравнениям относится, например, обобщенное уравнение Маккея–Гласса [8]

ẍ(t) = −γẋ(t)− ω2
0x(t) + ω2

0f (x(t− τ1)) +
df (x(t− τ1))

dx(t− τ1) ẋ(t− τ1), (3)

где нелинейная функция f имеет вид

f (x(t− τ1)) =
ax(t− τ1)

1 + xc(t− τ1) . (4)

К уравнению вида (2) относится также уравнение, описывающее малые колебания
вертикально стоящего человека

ẍ(t) = −γẋ(t)− ω2
0x(t)− k1x(t− τ1)− k2ẋ(t− τ1), (5)

где γ, ω0, k1, k2 – положительные параметры [21]. Время запаздывания τ1 соответ-
ствует нейрофизиологической задержке, возникающей вследствие конечной скоро-
сти распространения и обработки нервных сигналов в организме человека. Принято
считать, что в уравнении (5) члены без задержки описывают пассивные компонен-
ты системы управления движением, а члены с запаздыванием описывают активные
компоненты [21].

При малой амплитуде колебаний уравнением вида (2) описывается также качка
корабля, оборудованного для предотвращения качки на волнах специальными резер-
вуарами, частично заполненными водой [20]

ẍ(t) = −γẋ(t)− ω2
0x(t)− kẋ(t− τ1), (6)
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где x(t) – угол отклонения судна от вертикального положения; ω0 > 0 – частота
собственных колебаний; γ > 0 – коэффициент затухания; k > 0 – коэффициент
трения. Заметим, что уравнение (6) не зависит от x(t− τ1).

В отличие от уравнения (3), способного демонстрировать хаотическую дина-
мику, уравнения (5) и (6) описывают затухающие колебания. Однако под действием
внешней силы, в том числе под действием шума, системы (5) и (6) могут демон-
стрировать сложную динамику. Задача реконструкции времени запаздывания таких
систем по их временным рядам до настоящего времени не исследовалась. В дан-
ной работе мы предлагаем методы восстановления систем, описываемых дифферен-
циальными уравнениями нейтрального типа с запаздыванием, и апробируем их на
различных модельных уравнениях.

1. Описание методов

1.1. Восстановление времени запаздывания с помощью статистическо-
го анализа экстремумов временного ряда и их производных. Ранее нами было
установлено, что во временных реализациях систем с запаздыванием вида (1) с од-
ним временем задержки практически отсутствуют экстремумы, удаленные друг от
друга на время запаздывания [9]. Если система (1) совершает хаотические колеба-
ния, то экстремумы в ее временном ряде расположены нерегулярно и расстояние
между ними принимает различные значения. На основе этого свойства нами был
предложен метод определения τ1, использующий статистический анализ временных
интервалов между экстремумами хаотического временного ряда системы с запаз-
дыванием. Определив для различных значений τ число N ситуаций, при которых
точки временного ряда, разделенные интервалом времени τ, одновременно являются
экстремальными, и построив зависимость N(τ), легко найти время задержки τ1 как
значение, при котором наблюдается абсолютный минимум этой зависимости [9].

Покажем, что этот метод определения времени задержки можно развить на
системы нейтрального типа с запаздыванием. Рассмотрим сначала систему (6). Про-
дифференцировав ее по t и перенеся член со второй производной в левую часть
уравнения, получим

...
x(t) + γẍ(t) = −ω2

0ẋ(t)− kẍ(t− τ1). (7)

Как видно из уравнения (7), если при ẋ(t) = 0 одна из производных ẍ(t) или
...
x(t) от-

лична от нуля или обе эти производные отличны от нуля и имеют одинаковый знак,
то должно выполняться условие ẍ(t− τ1) 6= 0. Для различных значений τ построим
зависимость M(τ), где M – число пар точек, для которых одновременно выполняют-
ся два условия: ẋ(t) = 0 и ẍ(t− τ) 6= 0. Причем при построении зависимости M(τ)
будем использовать только такие экстремальные точки ẋ(t) = 0, в которых вторая и
третья производная имеют одинаковый знак. Зависимость M(τ) будет иметь мини-
мум при времени τ, соответствующем времени запаздывания системы.

Рассмотрим теперь уравнение (5). Его производная по времени имеет вид

...
x(t) + γẍ(t) = −ω2

0ẋ(t)− k1ẋ(t− τ1)− k2ẍ(t− τ1). (8)
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Аналогичный вид имеет производная по времени уравнения (3). При ẋ(t) = 0
и одинаковом знаке ẍ(t) и (t) сумма второго и третьего слагаемых в правой части (8)
отлична от нуля. А это возможно, когда ẋ(t − τ1) 6= 0 и/или ẍ(t − τ1) 6= 0. В этом
случае график M(τ) будет иметь выраженный минимум при истинном значении вре-
мени запаздывания.

Отметим, что для восстановления времени запаздывания τ1 уравнений (3) и (5)
можно использовать зависимость N(τ), предложенную нами для систем с запазды-
ванием (1) [9]. Это объясняется тем, что в уравнениях (3) и (5) запаздывающая об-
ратная связь такова, что динамическая переменная и ее производная задержаны на
одно и то же время τ1.

Методы реконструкции времен запаздывания, основанные на построении и
анализе зависимостей N(τ) и M(τ), предназначены для восстановления систем ви-
да (1) и (2), находящихся в режиме хаотических колебаний. Однако, в отличие от
уравнения (3), способного демонстрировать хаотическую динамику, уравнения (5)
и (6) описывают затухающие колебания. Воздействие на системы (5) и (6) шумом
способно индуцировать в них колебания, при этом системы могут демонстрировать
сложное поведение [20]. В этом случае может быть использован предложенный ме-
тод восстановления времени запаздывания, основанный на статистическом анализе
экстремумов временного ряда и их производных. Отметим, что включение шума
в уравнения нарушает связи между производными переменных по времени. Кроме
того, оценка самих производных (особенно высокого порядка) по временному ря-
ду становится все менее точной с увеличением уровня шума. Эти обстоятельства
накладывают ограничения на применимость метода, который перестает быть эффек-
тивным, начиная с некоторого уровня шума.

1.2. Восстановление времени запаздывания по отклику системы на пери-
одическое внешнее воздействие прямоугольным импульсным сигналом. Для
систем с запаздыванием, описываемых уравнением вида (1), нами недавно был пред-
ложен метод восстановления времени задержки, основанный на возмущении систе-
мы периодическим внешним воздействием и анализе отклика [13]. Если воздействие
y(t) имеет вид прямоугольных импульсов, то траектория x(t) системы (1) будет пре-
терпевать возмущения через время τi (i = 1, . . . k) после начала и после оконча-
ния каждого импульса. При этом на реализации x(t) появляются изломы, которые
при малой амплитуде воздействия практически не заметны. Изменение динамики
системы становится более заметным, если численно продифференцировать x(t) по
времени. Зависимость ẋ(t) демонстрирует скачок через время τi после прохождения
переднего и заднего фронтов прямоугольного импульса. Наиболее удобна для анали-
за отклика системы с запаздыванием (1) на внешнее воздействие вторая производная
ẍ(t). Ее временная реализация демонстрирует узкие пики или провалы через время
τi после начала и окончания импульса, хорошо заметные даже при малых амплиту-
дах воздействия. Взаимная корреляционная функция

C(s) =
〈|ÿ(t)| |ẍ(t + s)|〉√〈
|ÿ(t)|2

〉〈
|ẍ(t)|2

〉 , (9)

где угловые скобки обозначают усреднение по времени, имеет четко выраженные
максимумы при s = τi, i = 1, . . . k [13].
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Аналогичные рассуждения остаются справедливыми и для случая периодиче-
ского воздействия прямоугольными импульсами y(t) на системы нейтрального типа
с запаздыванием. Временные реализации ẍ(t) таких систем, описываемых уравне-
ниями (3), (5), (6), имеют хорошо заметные пики и провалы через время τ1 после
начала и окончания импульса. Следовательно, для систем нейтрального типа с запаз-
дыванием функция (9) также будет демонстрировать максимумы при s = τ1 и может
быть использована для восстановления времени задержки.

Помимо пиков при s = τ1 функция C(s) имеет другие пики, положение кото-
рых определяется отношениями T/τ1 и Q/T , где T – период, а Q – длительность
импульсного воздействия [13]. То есть при разных T пики C(s) наблюдаются при
разных s. Неизменным остается лишь положение пика, соответствующего времени
запаздывания. Поэтому для определения времени запаздывания следует подейство-
вать на исследуемую систему сначала импульсным сигналом с T = T1, а затем с
T = T2, близким к T1, и сравнить функции C(s) для первого и второго случаев. Об-
наружив пик C(s), положение которого не меняется при изменении T , мы найдем τ1.

1.3. Восстановление линейных и нелинейных функций и параметров
инерционности. Определив тем или иным способом время задержки τ1 исследуемой
системы нейтрального типа с запаздыванием, мы можем восстановить параметры
инерционности ε1 и ε2 и функции от задержанных переменных. Для этого будем
использовать следующий подход. Рассмотрим сначала уравнение (6). Поделим его
на ω2

0 и перепишем в виде

ε2ẍ(t) + ε1ẋ(t) + x(t) = f (ẋ(t− τ1)) , (10)

где ε2 = 1
/
ω2

0 , ε1 = γ
/
ω2

0, f – линейная функция. Из уравнения (10) следует, что,
если построить на плоскости множество точек с координатами (ẋ(t− τ1), ε2ẍ(t)+
+ε1ẋ(t) + x(t)), то оно воспроизведет функцию f . Поскольку заранее величины ε1

и ε2 не известны, будем строить зависимости ε̂2ẍ(t) + ε̂1ẋ(t) + x(t) от ẋ(t− τ1) для
различных значений ε̂1 и ε̂2, добиваясь однозначности, которая возможна только при
ε̂1 = ε1, ε̂2 = ε2.

В качестве количественного критерия однозначности при таком поиске ε1 и ε2

будем использовать минимальную длину L (ε̂1, ε̂2) линии, последовательно соеди-
няющей точки на перебираемых плоскостях вложения, упорядоченные по величине
абсциссы. Минимум зависимости L (ε̂1, ε̂2) будет наблюдаться при правильном вы-
боре параметров, а построенное при этом значении множество точек на плоскости
воспроизведет функцию f . При ошибочном выборе значений ε1 и ε2 мы получаем
на плоскости набор точек, не связанных между собой функционально. Чем менее
точно определены параметры, тем более беспорядочно расположены точки, а соеди-
няющая их ломаная линия имеет большую длину, чем в случае, когда множество то-
чек ложится на одномерную кривую. Похожий подход использовался нами в [9] при
реконструкции систем с запаздыванием вида (1). Отметим, что применение такого
подхода возможно только в том случае, если нам априорно известен вид модельного
уравнения, а неизвестными являются параметры.

Восстановив параметры ε1 и ε2, можно найти ω0 и γ: ω0 =
√

1/ε2 ,
γ = ε1/ε2. Параметр k уравнения (6) можно оценить по углу наклона восстанов-
ленной линейной функции f .
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Процедура реконструкции параметров уравнения (5) несколько сложнее. Пе-
репишем уравнение (5) в виде

ε2ẍ(t) + ε1ẋ(t) + x(t) = f1 (x(t− τ1)) + f2 (ẋ(t− τ1)) , (11)

где ε1 и ε2 имеют тот же вид, что и в уравнении (10), f1 и f2 – линейные функции.
Уравнение (11) описывает двумерную поверхность, на которой располагаются точки,
посещаемые системой (5) в трехмерном пространстве вложения (x(t− τ1), ẋ(t− τ1),
ε2ẍ(t) + ε1ẋ(t) + x(t)).

Сечение этой поверхности плоскостью ẋ(t − τ1) = const позволяет с точно-
стью до константы определить вид функции f1, так как точки сечения удовлетво-
ряют уравнению ε2ẍ(t) + ε1ẋ(t) + x(t) = f1 (x(t− τ1)) + c1, где c1 = f2 (ẋ(t− τ1))
при выбранном постоянном значении ẋ(t − τ1). Аналогично можно восстановить с
точностью до константы функцию f2, построив сечение x(t − τ1) = const, точки
которого описываются уравнением ε2ẍ(t) + ε1ẋ(t) + x(t) = f2 (ẋ(t− τ1)) + c2, где
c2 = f1 (x(t− τ1)) при фиксированном x(t− τ1).

Так как параметры ε1 и ε2 априорно не известны, будем перебирать их из неко-
торого интервала, находя в сечении ẋ(t− τ1) = const или x(t− τ1) = const зависи-
мость, наиболее близкую к однозначной. Как и в рассмотренном выше случае, в ка-
честве количественного критерия однозначности удобно использовать минимальную
длину L (ε̂1, ε̂2) линии, соединяющей упорядоченные по величине абсциссы точки
сечения, где ε̂1 и ε̂2 – пробные значения параметров ε1 и ε2. Минимум L (ε̂1, ε̂2)
будет наблюдаться при ε̂1 = ε1, ε̂2 = ε2, при этом в указанных сечениях получим
функции f1 и f2. После этого описанным выше способом можно вычислить ω0 и γ
и оценить параметры k1 и k2.

Аналогичным образом можно восстановить параметры уравнения (3), которое
тоже можно записать в виде (11). Отличие от уравнения (5) будет в том, что функции
f1 и f2, входящие в (11), являются нелинейными.

2. Применение методов

2.1. Восстановление обобщенного уравнения Маккея–Гласса. Приме-
ним описанные в разделе 1 методы для восстановления по наблюдаемому временно-
му ряду обобщенного уравнения Маккея–Гласса (3) в присутствии гауссова
δ-коррелированного шума ζ(t). Уравнение исследуемой системы имеет вид

ẍ(t) = −γẋ(t)− ω2
0x(t) + ω2

0f (x(t− τ1)) +
df (x(t− τ1))

dx(t− τ1) ẋ(t− τ1) + ζ(t), (12)

где 〈ζ(t)ζ(t′)〉 = 2Dδ(t−t′), D – интенсивность шума. Зададим следующие значения
параметров: γ = 1.5, ω0 = 1.0, τ1 = 100.0, a = 3.0, c = 10.0. При этих параметрах
в отсутствие шума система демонстрирует движение на хаотическом аттракторе вы-
сокой размерности [8]. На рис. 1, а приведен фрагмент временного ряда колебаний
системы (12) при D = 0.014. Весь ряд состоял из 106 точек при шаге интегрирования
h = 0.01 и содержал около 6700 экстремумов.
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Рис. 1. а – временной ряд обобщенного уравне-
ния Маккея–Гласса (12) в режиме хаотических ко-
лебаний; б – зависимость M(τ), нормированная
на общее число экстремумов в ряде, Mmin(τ) =
= M(100.2); в – взаимные корреляционные функ-
ции (9) при T1 = 250 (сплошная линия) и T2 = 300
(пунктирная линия). Пики C(s) при s = 100.00 сов-
падают для T1 и T2

Подсчитав число M одновре-
менных обращений в нуль ẋ(t) и
ẍ(t − τ) для различных значений τ, пе-
ребираемых с шагом 0.1, построим за-
висимость M(τ), введя нормировку M
на общее число экстремумов в ряде
(рис. 1, б). Напомним, что для постро-
ения M(τ) используются только такие
экстремальные точки ẋ(t) = 0, в кото-
рых вторая и третья производные име-
ют одинаковый знак. Для оценки про-
изводных по временному ряду мы ис-
пользовали локальную аппроксимацию
полиномами 4 порядка, подгоняемыми
методом наименьших квадратов. Отме-
тим, что для сглаживания временно-
го ряда и уменьшения числа обуслов-
ленных шумом экстремумов при оцен-
ке производной в процедуре локальной
аппроксимации использовалось 7 со-
седних точек. Несмотря на присутствие
шума, зависимость M(τ) демонстри-
рует четко выраженный минимум при
τ = 100.2, давая хорошую оценку вре-
мени запаздывания (см. рис. 1, б). От-
носительная погрешность ∆ при вос-
становлении τ составляет 0.2%.

Для иллюстрации метода восстановления времени запаздывания, основанно-
го на анализе отклика системы на внешнее воздействие, подействуем на систе-
му (12) внешним сигналом y(t), представляющим собой прямоугольные импульсы.
На рис. 1, в построены взаимные корреляционные функции (9) для случая, когда
возмущающие импульсные сигналы имеют амплитуду A = 5, периоды T1 = 250,
T2 = 300 и длительность Q = 0.1, а параметры системы (12) такие же, как в рас-
смотренном выше случае. При шаге изменения s, равном 0.01, C(s) имеет высокий
пик при s = τ1 = 100.00, который не смещается при изменении периода воздейству-
ющих импульсов.

Восстановим теперь параметры γ и ω0 и нелинейную функцию уравнения (12)
по ее временному ряду в отсутствие внешнего воздействия. Возьмем точки экстре-
мального сечения ẋ(t−τ1) = 0 при восстановленном τ1 = 100 и будем проецировать
их на плоскости

(
x(t− τ1), ẍ(t)

/
ω2 + γ̂ẋ(t)

/
ω2 + x(t)

)
при различных значениях γ̂

и ω, перебираемых с шагом 0.01 из некоторого интервала, добиваясь зависимости,
наиболее близкой к однозначной. В отсутствие шума (D = 0) длина L (γ̂,ω) линии,
последовательно соединяющей точки на перебираемых плоскостях вложения, упо-
рядоченных по величине абсциссы, имеет минимум при γ̂ = 1.50 и ω = 1.00, то есть
при истинных значениях γ и ω0. На рис. 2, а приведена восстановленная нелинейная
функция системы. При D = 1.4 · 10−4 минимум L (γ̂,ω) наблюдается при γ̂ = 2.33
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Рис. 2. Восстановленная нелинейная функция обобщенного уравнения Маккея–Гласса (12):
а – γ̂ = 1.50, ω = 1.00, D = 0; б – γ̂ = 2.33, ω = 1.31, D = 1.4 · 10−4

Рис. 3. а – временной ряд обобщенного уравнения Маккея–Гласса (3) в режиме периодических колеба-
ний; б – взаимные корреляционные функции (9) при T1 = 20 (сплошная линия) и T2 = 25 (пунктирная
линия). При s = 10.0 пики C(s) для T1 = 20 и T2 = 25 совпадают

(∆ = 55% ) и ω = 1.31 (∆ = 31% ). При этих параметрах восстановленная нелиней-
ная функция имеет вид, представленный на рис. 2, б. С увеличением уровня шума
качество реконструкции параметров γ и ω0 и нелинейной функции ухудшается.

Следует отметить, что предложенный нами метод реконструкции времени за-
держки, основанный на анализе отклика системы на внешнее воздействие, можно
применять к системам нейтрального типа, находящимся как в режиме хаотических,
так и в режиме периодических колебаний. Пусть параметры уравнения (3) γ = 1.5,
ω0 = 1.0, τ1 = 10.0, a = 0.9, c = 10 таковы, что система демонстрирует перио-
дические колебания (рис. 3, а). Подействуем на исследуемую систему периодиче-
скими импульсными сигналами с амплитудой A = 1, периодами T1 = 20, T2 = 25
и длительностью Q = 0.01. Из рис. 3, б видно, что C(s) имеет высокий пик при
s = τ1 = 10.0, положение которого не изменяется при изменении периода воздей-
ствующих импульсов, то есть время запаздывания системы восстанавливается точно.

2.2. Восстановление уравнения, моделирующего качку корабля. Как бы-
ло отмечено выше, модельное уравнение (6), описывающее при малой амплитуде ко-
лебаний качку корабля на волнах, демонстрирует в отсутствие внешнего воздействия
затухающие колебания. Однако воздействие на систему шумом способно индуциро-
вать в ней сложную колебательную динамику [20]. Подействуем на систему (6) гаус-
совым δ-коррелированным шумом ζ(t) и запишем уравнение возмущаемой системы
в виде

ẍ(t) = −γẋ(t)− ω2
0x(t)− kẋ(t− τ1) + ζ(t). (13)
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На рис. 4, а приведен фрагмент временного ряда колебаний системы (13) при
γ = 2, ω0 = 0.8 , k = 1, τ1 = 50, D = 0.1, h = 0.01. Весь ряд состоял из 105

точек и содержал около 4100 экстремумов. Зависимость M(τ), построенная при ша-
ге изменения τ, равном 0.1, приведена на рис. 4, б. Абсолютный минимум M(τ)
наблюдается при τ = 50.1 (∆ = 0.2%).

Исследования показывают, что с увеличением значений параметров γ и k аб-
солютный минимум M(τ) становится более выраженным, и при γ и k, больших 10,
метод позволяет точно восстановить τ1. Зависимость M(τ), построенная при γ = 20,
k = 20 и тех же ω0, τ1 и D, что и рис. 4, б, демонстрирует хорошо заметный абсо-
лютный минимум при τ = 50.0 (рис. 4, в).

Рис. 4, г иллюстрирует восстановление времени запаздывания по отклику си-
стемы на периодическое внешнее воздействие в виде прямоугольного импульсного
сигнала. Взаимные корреляционные функции (9) построены на рис. 4, г при шаге
изменения s, равном 0.01, для случаев, когда возмущающие импульсные сигналы
имеют амплитуду A = 1, периоды T1 = 200, T2 = 250 и длительность Q = 0.01. Из
рис. 4, г видно, что C(s) имеет высокий максимум при s = τ1 = 50.00, положение
которого не изменяется при изменении периода воздействующих импульсов, то есть
время запаздывания системы восстанавливается точно. Отметим, что метод опреде-
ления τ1 с помощью возбуждающих импульсов можно применять непосредственно к
системе, моделируемой уравнением (6), при D = 0, поскольку внешний импульсный
сигнал выводит систему из положения равновесия и вызывает в ней колебания.

Проиллюстрируем реконструкцию остальных параметров уравнения (13) по
временному ряду, полученному при следующих значениях параметров: γ = 2,
ω0 = 0.8, k = 1, τ1 = 50, D = 0.1, для случая, когда система возбуждается им-
пульсами с амплитудой A = 1, периодом T = 250 и длительностью Q = 0.01.

Рис. 4. а – временной ряд уравнения (13), моделирующего качку корабля; б – зависимость M(τ),
нормированная на общее число экстремумов в ряде, при γ = 2, ω0 = 0.8, k = 1, τ1 = 50, D = 0.1,
Mmin(τ) = M(50.1); в – зависимость M(τ), нормированная на общее число экстремумов в ряде, при
γ = 20, ω0 = 0.8, k = 20, τ1 = 50, D = 0.1, Mmin(τ) = M(50.0); г – взаимные корреляционные
функции (9) при T1 = 200 (сплошная линия) и T2 = 250 (пунктирная линия). При s = 50.00 пики
C(s) для T1 = 200 и T2 = 250 совпадают
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Рис. 5. Проекция траектории системы (13) на плос-
кость

(
ẋ(t− τ1), ẍ + γ̂ẋ + ω2x

)
при γ̂ = 2.00,

ω = 0.80

Для восстановления параметров γ и
ω0 системы мы проецировали ее тра-
екторию в промежутках между внеш-
ними импульсами на плоскости(
ẋ(t− τ1), ẍ + γ̂ẋ + ω2x

)
для различ-

ных значений γ̂ и ω, перебираемых с
шагом 0.01 из некоторого интервала, а
значение времени запаздывания τ1 счи-
тали уже восстановленным одним из
описанных выше способов. При этом
мы искали однозначную зависимость в
перебираемых пространствах вложения.
Длина L (γ̂,ω) линии, последовательно
соединяющей точки на перебираемых

плоскостях вложения, упорядоченных по величине абсциссы, имеет минимум при
γ̂ = γ = 2.00 и ω = ω0 = 0.80. При этих параметрах проекция траектории системы
имеет вид, представленный на рис. 5. Определив угловой коэффициент прямой, ап-
проксимирующей набор точек на рисунке, получаем оценку k = 1.0, что в точности
совпадает с истинным значением.

2.3. Восстановление модельного уравнения колебаний вертикально сто-
ящего человека. Уравнение (5), описывающее малые колебания вертикально сто-
ящего человека, так же как и уравнение (6), моделирующее колебания корабля при
качке, демонстрирует затухающие в отсутствие внешнего воздействия колебания.
Поэтому, как и в рассмотренном выше случае, подействуем на систему (5) гауссо-
вым δ-коррелированным шумом ζ(t), индуцирующим в ней сложные колебания, и
запишем уравнение возмущаемой системы в виде

ẍ(t) = −γẋ(t)− ω2
0x(t)− k1x(t− τ1)− k2ẋ(t− τ1) + ζ(t). (14)

На рис. 6, а приведен временной ряд колебаний системы (14) при γ = 10,
ω0 = 0.9, k1 = 0.5, k2 = 10, τ1 = 50.0, D = 1, h = 0.01. Весь ряд состоял из
105 точек и содержал около 3700 экстремумов. Зависимость M(τ), построенная при
шаге изменения τ, равном 0.1, приведена на рис. 6, б. Абсолютный минимум M(τ)
наблюдается при τ = 50.0, позволяя точно определить время задержки.

Подействуем на систему (14) внешним прямоугольным импульсным сигналом
y(t) и построим функцию (9) (рис. 6, в). При A = 1, T1 = 200 и T2 = 250, Q = 0.01,
D = 0.1 и шаге изменения s, равном 0.01, C(s) имеет высокий пик при s = τ1 =
= 50.00, который не смещается при изменении периода воздействующего импульс-
ного сигнала. Таким образом, τ1 восстанавливается точно.

Восстановление остальных параметров модельного уравнения (14) по времен-
ному ряду проиллюстрируем при их значениях, указанных выше, для случая, когда
система возбуждается в отсутствие шума (D = 0) импульсами с A = 1, T = 250 и
Q = 0.01. Процедура реконструкции состоит из нескольких этапов. Сначала постро-
им экстремальное сечение ẋ(t − τ1) = 0 реализации, сгенерированной исследуемой
системой. При этом полагаем, что время запаздывания τ1 = 50 мы уже восстано-
вили описанным выше способом. В отсутствие внешнего воздействия точки этого
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Рис. 6. а – временной ряд уравнения (14), моде-
лирующего колебания вертикально стоящего че-
ловека; б – зависимость M(τ), нормированная
на общее число экстремумов в ряде, Mmin(τ) =
= M(50.0); в – взаимные корреляционные функ-
ции (9) при T1 = 200 (сплошная линия) и
T2 = 250 (пунктирная линия). При s = 50.00 пики
C(s) для T1 = 200 и T2 = 250 совпадают

сечения удовлетворяют уравнению
ẍ(t) + γẋ(t) + ω2

0x(t) = −k1x(t − τ1).
Но γ, ω0 и k1 нам заранее не из-
вестны, поэтому мы проецируем точ-
ки экстремального сечения на плос-
кости

(
x(t− τ1), ẍ(t) + γ̂ẋ(t) + ω2x(t)

)
для различных значений γ̂ и ω, переби-
раемых с шагом 0.01 из некоторого ин-
тервала, и ищем такие γ̂ и ω, при кото-
рых множество точек на плоскости ло-
жится на прямую линию. То есть в ка-
честве оценок γ и ω0 мы берем такие γ̂
и ω, при которых длина L (γ̂,ω) линии,
соединяющей упорядоченные по вели-
чине абсциссы точки проекции, оказыва-
ется минимальной. Полученные оценки
γ̂ = 9.90 (∆ = 1%) и ω = 0.88 (∆ = 2%)
близки к истинным γ и ω0. Отметим,
что для уменьшения влияния на резуль-
таты реконструкции переходных процес-
сов, обусловленных воздействием на си-
стему импульсов, мы не используем при
проецировании точки реализации, попа-
дающие в интервал длительностью τ1/5
после каждого импульса.

Аппроксимируем множество точек проекции, построенной на рис. 7, а при
γ̂ = 9.90 и ω = 0.88, прямой линией. Угловой коэффициент аппроксимирующей
прямой k̂1 = 0.46 (∆ = 8% ) дает достаточно хорошую оценку параметра k1.

Для оценки параметра k2 спроецируем траекторию системы (14) на плос-

кость
(
ẋ(t− τ1), ẍ(t) + γ̂ẋ(t) + ω2x(t) + k̂1x(t− τ1)

)
при γ̂ = 9.90, ω = 0.88 и

Рис. 7. Реконструкция параметров k1 и k2 системы (14): а – проекция точек экстремального сечения
ẋ(t − τ1) = 0 на плоскость

(
x(t− τ1), ẍ(t) + γ̂ẋ(t) + ω2x(t)

)
при γ̂ = 9.90, ω = 0.88; б – проекция

траектории системы (14) на плоскость
(
ẋ(t− τ1), ẍ(t) + γ̂ẋ(t) + ω2x(t) + k̂1x(t− τ1)

)
при γ̂ = 9.90,

ω = 0.88, k̂1 = 0.46
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k̂1 = 0.46 (рис. 7, б). Затем аппроксимируем множество точек проекции прямой
линией и найдем ее угловой коэффициент. Его значение k̂2 = 9.9 (∆ = 1% ) близко
к истинному k2 = 10.

Заключение

Нами предложены методы восстановления модельных дифференциальных урав-
нений с задержкой для систем нейтрального типа с запаздыванием по их временным
рядам. Методы могут быть применены для реконструкции систем нейтрального ти-
па, находящихся как в режиме хаотических, так и в режиме периодических колеба-
ний. Для восстановления времени запаздывания использован метод, основанный на
статистическом анализе экстремумов временного ряда и их производных, и метод,
основанный на анализе отклика системы на периодическое внешнее воздействие в
виде прямоугольных импульсов. Для восстановления линейных и нелинейных функ-
ций и параметров инерционности систем нейтрального типа с запаздыванием ис-
пользован метод, основанный на проецировании траектории системы в специальным
образом выбранные подпространства малой размерности.

Эффективность методов продемонстрирована на численных примерах при вос-
становлении обобщенного уравнения Маккея–Гласса в хаотическом и периодиче-
ском режимах и при реконструкции модельных уравнений, описывающих качку ко-
рабля и колебания тела вертикально стоящего человека.

Работа выполнена при поддержке РФФИ, грант № 10–02–00980, аналити-
ческой ведомственной целевой программы «Развитие научного потенциала высшей
школы (2009–2011 годы)», проект № 2.1.1/1738, и программы РАН.
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RECONSTRUCTION OF NEUTRAL TIME-DELAY SYSTEMS

A.S. Karavaev, V.I. Ponomarenko, M.D. Prokhorov

The methods are proposed for the reconstruction of time-delay systems modeled by
neutral delay-differential equations from their time series. The methods are successfully
applied to the recovery of generalized Mackey–Glass equation and equations modeling
ship rolling and human movement from simulated data.

Keywords: Reconstruction of equations, time-delay systems, time series analysis.
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