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РОЛЬ НЕЛИНЕЙНОСТИ МОДЕЛИ
В ДИАГНОСТИКЕ СВЯЗЕЙ ПРИ ПАТОЛОГИЧЕСКОМ ТРЕМОРЕ

МЕТОДОМ ГРЕЙНДЖЕРОВСКОЙ ПРИЧИННОСТИ

И.В. Сысоев, А.С. Караваев, П.И. Наконечный

Оценка связи между системами различной природы – одно из наиболее востребо-
ванных направлений приложения методов нелинейной динамики. В данной работе сопо-
ставляются возможности классического линейного метода оценки причинности по Грен-
джеру и его нелинейного расширения на конкретных примерах как эталонных систем,
так и на примере анализа нейрофизиологических данных. Показано, что нелинейный
метод имеет большую чувствительность и чаще позволяет значимо детектировать связь.
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Введение

Развитие методов нелинейной динамики сопровождается их активным внедре-
нием в область изучения объектов живой природы, что расширяет диагностический
инструментарий медицины, физиологии, биологии. Возможности этих методик уже
воспринимаются настроенными на новое врачами, как «добавление цвета к черно-
белому изображению или звука к немому кино» [1, с. 93]. В частности, методы дина-
мического моделирования востребованы для диагностики связей элементов сложных
систем по дискретным записям их колебаний – временным рядам [2–4]. В статье рас-
сматривается способ выявления таких связей с помощью относительного изменения
точности прогноза поведения одного элемента при введении в прогностическую ма-
тематическую модель данных о колебаниях другого элемента. При таком подходе
уменьшение ошибки прогноза толкуется как признак воздействия второго элемента
на первый. Эта мера, предложенная и реализованная с помощью авторегрессионных
моделей К. Грейнджером [5], нобелевским лауреатом 2003 года по экономике, полу-
чила название «грейнджеровской причинности» и в настоящее время используется
во многих областях знания.
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Один из вариантов нелинейного расширения метода представлен в работе [6],
где в качестве аппроксимирующих функций используются степенные полиномы об-
щего вида. Возможность применения радиальных базисных функций для реализа-
ции нелинейной грейнджеровской причинности проиллюстрирована в [7], где такой
подход применяется для анализа связанности частоты сердечных сокращений и дав-
ления крови в сосудах по экспериментальным данным. В работе [8] представлены
результаты сравнения различных нелинейных расширений метода грейнджеровской
причинности и других методов анализа, в частности, энтропии переноса. Также изве-
стен аналогичный метод анализа связанности сигналов по их фазам, предложенный
в [9] и модернизированный в [10]; данная модификация применялась для анализа
нейрофизиологических данных в [11]. Но, несмотря на ряд приведённых примеров,
нелинейный вариант метода грейнджеровской причинности в настоящее время не
получил широкого распространения, главным образом, в связи со сложностью вы-
бора параметров метода.

Целью данной работы является сопоставление возможностей линейного и
нелинейного методов грейнджеровской причинности на примере анализа нейрофи-
зиологических данных с целью оценки связей между головным мозгом и конечно-
стью при патологии cortical tremor. Выбор объекта обусловлен тем, что для это-
го вида патологии имеются физиологические основания априорно полагать нали-
чие взаимной связи между областями моторной коры головного мозга и конечно-
стью. Исходными для наших оценок являются временные ряды сигналов скальповой
электроэнцефалограммы (ЭЭГ) и показаний акселерометра, закреплённого на руке.
Достоверность результатов анализа реальной системы оценивалась путём контро-
ля значимости с помощью суррогатных данных и реконструкции связей в системе
связанных дифференциальных уравнений эталонных осцилляторов при различных
соотношениях линейной и нелинейной компонент связи. Результаты анализа пред-
ставленных примеров показывают, что при оценке грейнджеровской причинности
упомянутые выше затраты на подбор параметров в нелинейной модели оправданы
и неизбежны, поскольку нелинейный метод обладает большей чувствительностью в
сравнении с линейным, позволяя детектировать связь в ситуациях, когда выявить её
с помощью линейного подхода не удаётся.

В разделе 1 даётся подробное описание метода оценки грейнджеровской при-
чинности, в разделе 2 с его помощью оцениваются связи между сигналами элек-
трических потенциалов мозга и колебаний руки, а достоверность выводов и анализ
результатов проведен в разделе 3 с помощью эталонной модели.

1. Описание метода

Основная идея метода была сформулирована в работе [5] для линейных мо-
делей. Пусть у нас имеются два временных ряда: ряд {xn}N

n=1 от системы X и ряд
{yn}N

n=1 от системы Y , где n – дискретное время, N – длина временного ряда. На
основе анализа реализаций {xn}N

n=1 и {yn}N
n=1 требуется определить, влияет ли си-

стема Y на систему X или нет.
На первом шаге строится индивидуальная модель

xn = f (xn−l, xn−2l, . . . , xn−Dsl, cs) + ξsn (1)
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где f – аппроксимирующая функция, l – лаг модели, Ds – собственная размерность
модели, cs – неизвестные коэффициенты, а ξsn – остатки модели, по предположению,
представляющие собою нормальный некоррелированный шум. В качестве функции
f можно использовать разложение по некоторому базису, например, представить
её как многомерный полином общего вида (см. [6]). Если имеется дополнительная
информация об объекте X , то структуру функции f следует выбирать, основыва-
ясь на ней.

Коэффициенты cs оцениваются методом наименьших квадратов по экспери-
ментальной реализации {xn}N

n=1. Полученная в результате модель имеет среднеквад-
ратичную ошибку аппроксимации ε2

s, равную дисперсии остатков ξsn.
Следующим шагом строится совместная модель

xn = g
(
xn−l, xn−2l, . . . , xn−Dsl, yn−l−τ, yn−2l−τ, . . . , yn−Dal−τ, cj

)
+ ξjn , (2)

где для оценки коэффициентов аппроксимирующей функции g используется также
реализация системы Y ; Da размерность добавки (число учитываемых значений из
ряда {yn}N

n=1); cj – коэффициенты совместной модели; τ – задержка, обусловлен-
ная конечным временем распространения сигнала (на практике часто неизвестна и
должна быть определена).

Построив совместную модель (2) можно рассчитать среднеквадратичную ошиб-
ку прогноза ε2

j . Случай ε2
j < ε2

s показывает, что данные из ряда системы Y помогли
предсказать поведение системы X . Тогда говорят, что Y действует на X «по Грейн-
джеру».

Следуя ряду работ, в частности [6], будем количественно характеризовать воз-
действие с помощью улучшения прогноза

PI = 1− ε2
j

ε2
s

. (3)

PI = 0 в случае, если данные из ряда Y не помогают предсказывать динамику си-
стемы X , то есть. ε2

j = ε2
s . PI достигает 1, если динамика X полностью описывается

совместною моделью (εj = 0), но не описывается индивидуальной.
Поскольку совместная ошибка может быть меньше индивидуальной вслед-

ствие действия случайных факторов, требуется оценка статистической значимости
рассчитываемого значения PI . Чтобы проверить, действительно ли введение зави-
симости от сигнала {yn}N

n=1 в модель для сигнала {xn}N
n=1 даёт качественное улуч-

шение прогноза, не обусловленное случайными факторами, можно использовать раз-
личные подходы: получить оценку доверительного интервала из теоретических сооб-
ражений о свойствах остатков модели, как в [9–11], либо использовать суррогатные
временные ряды, как, например, в [12].

В данной работе используется анализ суррогатных данных, поскольку провер-
ка статистической значимости не требует в этом случае предположений о свойствах
исходных данных. Суррогатные данные готовятся из исходных сигналов путём слу-
чайного задания фаз компонент их фурье-образов [13].

Для оценки статистической значимости каждого рассчитываемого значения PI
генерировался ансамбль из 100 рядов суррогатных данных и оценивался 95%-й кван-
тиль. При расчётах PI(τ), сопровождаемых перебором пробных значений задерж-
ки τ, оценивался полный 95%-й квантиль PIabs.
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2. Анализ экспериментальных данных

2.1. Описание данных. Экспериментальная проверка работоспособности
сопоставляемых методов осуществлялась в ходе анализа записей пациентки 1964 г.
рождения, страдающей патологией cortical tremor. Данные были получены за период
работы авторов в Научном центре «Юлих» в ФРГ (Forschungzentrum Juelich GmbH)
во время двух сеансов съёма. Данные снимались стандартным образом (с располо-
жением 21-го электрода по схеме «10–20%»), физиологическое состояние пациента
контролировалась специалистами–медиками. Были соблюдены все основные требо-
вания к съёму ЭЭГ как с точки зрения качества полученных данных, так и в отно-
шении здоровья пациента. Письменное согласие пациента было получено у него на
весь период нахождения в Научном центре.

Для таких пациентов априорно известно о существовании патологического
воздействия некоторых областей коры головного мозга на конечность, вызывающего
тремор этой конечности [14]. В качестве примера ниже приведены результаты ана-
лиза записей поверхностной ЭЭГ с охваченной патологией области коры и сигна-
ла акселерометра с треморной конечности. Длительность записей составляет около
40 секунд, частота оцифровки 200 Гц. Перед обработкой сигналы ЭЭГ и акселеро-
метра фильтровались в диапазоне 3.5–7.5 Гц, соответствующем максимуму в спектре
колебательной активности руки.

Временные ряды и периодограммы акселерометрического сигнала и сигнала
ЭЭГ представлены на рис. 1.

2.2. Оценка связанности по экспериментальным данным. Оценка свя-
занности методом причинности по Грейнджеру проводилась по двум наборам экспе-
риментальных данных как линейным методом при различных размерностях модели
Ds и Da (перебирались несколько значений вплоть до весьма больших Ds = 50,
Da = 50) при лаге l = 1, так и нелинейным методом с параметрами Ds = 3, Da = 1,
l = 1 и аппоксимирующей функцией g в виде кубического полинома (использовать
большие значения размерности и/или степени полинома затруднительно из-за огра-
ниченности объёма данных). Значения размерностей модели Da и Ds увеличивались
до тех пор, пока не начала возрастать ошибка предсказания совместной модели εj .
Результаты применения представлены на рис. 2.

Из рис. 2, в, г видно, что как линейный, так и нелинейный подходы дают
возможность выявить значимое воздействие в направлении от руки к коре голов-
ного мозга. Факт наличия такого воздействия известен из исследований в области
физиологии [15]. Успех линейной модели в данном случае может объясняется свой-
ствами ЭЭГ. Как было показано в [16], сигнал ЭЭГ по свойствам близок к процессу
авторегрессии–скользящего среднего высокого порядка.

Связь в обратном направлении – от головного мозга к руке, выявляется толь-
ко с использованием нелинейного метода грейнджеровской причинности (рис. 2, б).
Оценки, сделанные линейным методом (рис. 2, a), остаются незначимыми при пе-
реборе параметров модели: лагов l и размерностей Ds и Da в широких пределах.
Между тем, наличие связи в этом направлении известно априорно из физиологиче-
ских соображений [17,18]. Для объяснения данного результата можно отметить, что
акселерометрический сигнал похож на сигнал автоколебательной, то есть нелиней-
ной системы и, видимо, не может быть описан линейной моделью в достаточной
степени.
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Рис. 1. Временные ряды экспериментальных сигналов: a – сигнал ЭЭГ, фильтрованный в диапазоне
3.5–7.5 Гц; б – нефильтрованный акселерометрический сигнал; в, г – их периодограммы соответственно

Рис. 2. Зависимость улучшения прогноза PI , нормированного на полный 95%-й квантиль PIabs от
времени задержки ∆ (сплошная чёрная линия): a, в – для линейной модели, б, г – для нелинейной;
а, б – в направлении от коры головного мозга (ЭЭГ) к руке (сигнал акселерометра) и в, г – от руки к
коре. Штриховая серая линия показывает нормированный полный 95%-й квантиль. Значения, превос-
ходящие 1, считаются значимыми с вероятностью 95%
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3. Численное моделирование

3.1. Модельные системы. В ходе численного моделирования анализиро-
вались сигналы стохастических осцилляторов, связанных в общем случае с задерж-
кой. Параметры систем выбирались с целью качественного воспроизведения свойств
экспериментальных временных рядов (см. раздел 2.). Для описания колебательных
свойств сигнала треморной конечности использовался осциллятор ван дер Поля

d2y

dt2
− (

r − y2
) dy

dt
+ ω2

yy = ξv(t) + Kxy

(
x(t− ∆xy)− y(t)

)
+

+ µxy

(
x(t− ∆xy)− y(t)

)3
, (4)

в периодическом режиме с параметрами r = 0.05 и ωy = 1 с шумом ξv(t) (нор-
мальный некоррелированный шум со среднеквадратичным отклонением σv = 0.5 и
нулевым средним) (рис. 3, а, в).

Для качественного моделирования сигнала поверхностной энцефалограммы
в соответствии с [16] был взят возбуждаемый шумом ξl (нормальный некоррели-
рованный шум со среднеквадратичным отклонением σl = 0.5 и нулевым средним)
линейный диссипативный осциллятор с параметрами γ = 0.15 и ωx = 1 (рис. 3, б, г).

d2x

dt2
+ 2γ

dx

dt
+ ω2

xx = ξl(t) + Kyx

(
y(t− ∆yx)− x(t)

)
+

+ µyx

(
y(t− ∆yx)− x(t)

)3
, (5)

где ∆yx и ∆xy – временные задержки распространения сигнала между системами
(4) и (5).

Уравнениями линейного осциллятора, как показано в работе [16], может быть в
первом приближении описана динамика поверхностной энцефалограммы. Системы
(4) и (5) решались численно методом Эйлера с шагом h = 0.01. Для сопоставления
результатов с экспериментом полагали, что h = ∆t = 0.005 с, длина временного
ряда бралась равною 8000 значений. Методы применялись при различных значениях
параметров связи.

3.2. Результаты тестирования на моделях. На рис. 4 представлены ре-
зультаты применения методов линейной и нелинейной грейнджеровской причинно-
сти для выявления связей между (4) и (5) для ∆xy = 50мс и ∆yx = 0 и параметров
связи Kyx = 0.15, Kxy = 0.05, µyx = 0.05 и µyx = 0.15. При этом, несмотря на то,
что линейная компонента воздействия присутствует в связи в обоих направлениях,
в направлении от (5) к (4) линейная модель даже достаточно высокой размерности
(Ds = 50 и Da = 50) не может выявить значимую связь; в то время как нелинейная
модель низкой размерности (Ds = 3, Da = 1) с полиномом 3-го порядка не только
обнаруживает её, но и позволяет достаточно точно определить значение задержки
∆xy. Аналогичные результаты были получены и при других значениях параметров
при различных уровнях шума (значениях σ2l и σ

2
v).
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Рис. 3. а, б – временные ряды модельных систем (4) и (5), в, г – их спектры мощности

Рис. 4. Зависимость улучшения прогноза PI , нормированного на полный 95%-ный квантиль PIabs,
от временной задержки ∆ (чёрная сплошная линия): а, в – для линейной модели; б, г – для нелиней-
ной; а, б – в направлении от (5) к (4); в г – от (4) к (5). Штриховая серая линия обозначает 95%-й
квантиль (равен 1 вследствие нормализации). Значения, превышающие 1, признаются значимыми с
вероятностью 95%

87



Заключение

Анализ записей ЭЭГ и сигнала акселерометра пациента показал, что воздей-
ствие конечности на кору при патологии cortical tremor выявляется как линейным,
так и нелинейным методами; вместе с тем, ожидаемое из априорной информации
воздействие коры головного мозга на конечность диагностируется только при ис-
пользовании нелинейного подхода. Полученные оценки связей между активностью
мозга и движениями руки могут указывать на принципиально нелинейный харак-
тер взаимодействия моторной коры головного мозга с конечностями. Достоверность
этого вывода подтверждается не только непосредственной проверкой значимости с
помощью суррогатных данных, но и хорошем соответствием с результатами оценки
связанности модельной системы с нелинейной связью.

Эти выводы не контрастируют с результатами более ранних исследований (на-
пример, [19]), где связь между головным мозгом и конечностью при данной патологи
обнаруживалась линейными методами, например, с помощью анализа когерентно-
сти. Однако использованные подходы не позволили сделать выводы о её направлен-
ности. Показательно, что этот вывод соответствует существующим представлениям
физиологов о механизме рассматриваемой патологии.

Таким образом, результаты данной работы подтверждают целесообразность
применения нелинейных моделей в задаче оценки связанности между системами по
их экспериментальным сигналам несмотря на дополнительные проблемы, возникаю-
щие при использовании нелинейного подхода, такие как зависимость результатов от
конкретного вида нелинейности и чрезмерное увеличение числа коэффициентов при
использовании аппроксимирующих функций общего вида (алгебраических и триго-
нометрических полиномов), что, в свою очередь, повышает влияние шумов и требо-
вания к длине временной реализации.

Работа поддержана Российским фондом фундаментальных исследований –
грант 08-02-00081 и Аналитической ведомственной целевой программы «Развитие
научного потенциала высшей школы (2009–2010 годы)» – проект 2.1.1/1738.
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ROLE OF MODEL NONLINEARITY FOR GRANGER CAUSALITY
BASED COUPLING ESTIMATION FOR PATHOLOGICAL TREMOR

I.V. Sysoev, A.S. Karavaev, P.I. Nakonechny

Estimating coupling between systems of different nature is an urgent field of non-
linear dynamics method application. This work aims to compare classical linear Granger
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approach and its nonlinear analogues based on analysis of ethalon dynamical systems
and neurophysiological data. The results achieved show nonlinear approach to be more
sensitive, and so it is able to detect significant coupling, when linear one fails.

Keywords: Coupling analysis, nonlinear Granger causality, processing EEGs, dynamic
modeling.
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