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ВЫЯВЛЕНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ СВЯЗЕЙ МЕЖДУ
СТОХАСТИЧЕСКИМИ ОСЦИЛЛЯТОРАМИ

ПО ВРЕМЕННЫМ РЯДАМ

Д.А. Смирнов

Рассматривается задача выявления и количественной оценки нелинейных направлен-
ных связей между стохастическими осцилляторами. Предложены характеристики связи
и методика их оценки по временным рядам. Аналитически получено выражение для
уровня статистической значимости вывода о наличии связи, что позволяет делать надеж-
ные заключения при анализе относительно коротких сигналов. Эффективность подхода
демонстрируется в численных экспериментах на примерах осцилляторов с различными
свойствами и различными видами функций связи.
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Введение

При анализе сложных систем различной природы очень важен вопрос о на-
личии и характере взаимодействий (связей) между их подсистемами. В частности,
структура и интенсивность связей в ансамбле колебательных систем определяет воз-
можность их синхронизации, что является предметом многочисленных исследований
(см., например, [1–5]). В последние годы активно исследуются возможности выявле-
ния направленных связей по временным рядам [6–16], что актуально при исследова-
нии колебаний в сердечно-сосудистой системе [8,17–20] и почках [21,22], процессов
переноса информации в нейронных сетях [23–30] и пр.

Один из наиболее чувствительных методов оценки связи между двумя осцил-
ляторами был предложен в [6]. Он основан на моделировании фазовой динамики и
применим в случае достаточно длинных временных рядов (несколько сотен харак-
терных периодов) или малых шумов. В работе [7] метод обобщен на случай более
коротких временных рядов и существенных шумов за счет специальных поправок
и эмпирически найденного порогового значения характеристики связи, соответству-
ющего 95%-й доверительной вероятности вывода о наличии связи. Метод нашел
применения в нейрофизиологии [31] и климатологии [32]. Он был далее развит в
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работе [33], где предложены модифицированные характеристики связи и получено
аналитическое выражение для доверительной вероятности, с которой можно сделать
вывод о наличии связи. Однако оба упомянутых способа улучшения метода ориен-
тированы на конкретную форму используемой эмпирической модели, а именно, на
связи, описываемые членами невысокого порядка в уравнениях фазовой динамики.
Они не пригодны для выявления нелинейных воздействий произвольной сложности.

Выявление нелинейности зачастую важно для того, чтобы понять физический
механизм взаимодействия. Кроме того, нелинейность связей может существенно
влиять на динамику [34]. Поэтому в данной работе развитый в [33] метод (п. 1.1)
обобщается для оценки нелинейных связей любого порядка (п. 1.2). Применимость
новых оценок связи в случае достаточно коротких временных рядов и осцилляторов
с различными свойствами иллюстрируется в численном эксперименте (раздел 2).
Выводы представлены в Заключении.

1. Количественные характеристики направленных связей и их оценки

Основная идея подхода – оценить, насколько сильно зависит будущая эволю-
ция фазы одной системы от текущего значения фазы другой системы. Формализм
представлен ниже.

1.1. Характеристики первого порядка и их оценки

1.1.1. Теоретические характеристики. Фазовая динамика слабо связанных
автоколебательных систем (детерминированных, в отсутствие связи периодических)
с хорошей степенью точности [35] описывается системой дифференциальных урав-
нений вида

dφ1/dt = ω1 + a1 sin(φ2 − φ1),

dφ2/dt = ω2 + a1 sin(φ1 − φ2),
(1)

где ωk – собственные частоты осцилляторов, ak – коэффициенты связи (k = 1, 2).
Если осцилляторы слабо возмущаются шумом, то модель может быть обобщена [36]
и записана в виде системы стохастических дифференциальных уравнений

dφ1/dt = ω1 + a1 sin(φ2 − φ1) + ξ1(t),

dφ2/dt = ω2 + a1 sin(φ1 − φ2) + ξ2(t),
(2)

где ξk(t) – независимые источники белого шума с нулевым средним и автокова-
риационными функциями 〈ξk(t)ξk(t′)〉 = σ2ξkδ(t − t′), параметр σξk характеризует
интенсивность шума.

Пусть величины σξk и |ak| достаточно малы, так что вклад соответствующих
слагаемых в уравнении (2) в приращение фазы ∆φk(t) = φk(t + τ) − φk(t) мал по
сравнению с «линейным приращением» ωkτ, где τ – конечный интервал порядка
характерного периода колебаний или больше. Тогда можно от уравнений (2) перейти
к разностным уравнениям, что требуется при дальнейшей работе с дискретными
временными рядами. Этот переход достигается путем интегрирования уравнений (2)
на интервале длиной τ, что дает

∆φ1(t) = w1 + α1 cos(φ2(t)− φ1(t)) + β1 sin(φ2(t)− φ1(t)) + ε1(t),

∆φ2(t) = w2 + α2 cos(φ1(t)− φ2(t)) + β2 sin(φ1(t)− φ2(t)) + ε2(t),
(3)
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где εk(t) – шумы с нулевым средним и дисперсиями σ2εk
= σ2ξkτ. Их автокорреля-

ционные функции (АКФ) γk(l) = 〈εk(t)εk(t + l)〉/σ2εk
линейно спадают от едини-

цы до нуля на интервале временных лагов 0 ≤ l ≤ τ и равны нулю при l > τ.
Эти свойства следуют из того, что при малости шумов и связи имеет место [7,33]

εk(t) ≈
t+τ∫
t

ξk(t′)dt′.

Сила воздействия j-го осциллятора на k-й (j → k) определена в [33] из следу-
ющих соображений. Рассмотрим статистические свойства приращения фазы ∆φk –
левой части уравнений (3). Ее среднее значение 〈∆φk〉 = wk ≈ ωkτ. Из-за влияния
шума и другого осциллятора величина ∆φk флуктуирует около среднего значения
(модуляция периода колебаний). При слабой связи стационарное вероятностное рас-
пределение «свернутых» фаз (φ1 mod 2π,φ2 mod 2π) является практически равно-
мерным в квадрате [0, 2π) × [0, 2π). Значит, функции-слагаемые в правой части (3)
(это 1, cos(φj − φk) и sin(φj − φk)) взаимно ортогональны в этой области, то есть
〈cos(φj − φk) sin(φj − φk)〉 = 0 и т.д., где угловые скобки означают математическое
ожидание (усреднение по указанной равномерной вероятностной мере). Возведение
в квадрат обеих частей уравнения (3) и усреднение показывает, что дисперсия ∆φk –
это сумма двух слагаемых

σ2∆φk
= cj→k + σ2εk

, (4)

где величина

cj→k =
1
2

(
α2

k + β2k
)

(5)

названа силой воздействия j → k.
Таким образом, согласно выражениям (4) и (5) интенсивность флуктуаций при-

ращения фазы ∆φk представлена в виде суммы двух независимых факторов – влия-
ния шума и другого осциллятора. Это дает ясный физический смысл величине cj→k.

1.1.2. Статистические оценки. На практике уравнения (3) неизвестны, а
имеются временные ряды от двух систем – {x1(t1), ..., x1(tNx)} и {x2(t1), ..., x2(tNx)},
где xk – наблюдаемые, ti = i∆t, ∆t – интервал выборки, Nx – длина ряда. Что-
бы оценить силу связи cj→k, рассчитывают фазы колебаний {φ1(t1), ...,φ1(tN )} и
{φ2(t1), ...,φ2(tN )} с помощью известных методов [37,38] и оценивают коэффици-
енты модели (3) путем минимизации среднего квадрата ошибки

S(wk,αk, βk) =

=
1

N−τ/∆t
N−τ/∆t∑

i=1
(∆φk(ti)−wk−αk cos(φj(ti)−φk(ti))−βk sin(φj(ti)−φk(ti)))

2.

Таким образом, оценки коэффициентов ŵk, α̂k, β̂k есть arg min
wk,αk,βk

S(wk,αk, βk). В ка-

честве оценки величины cj→k можно использовать ĉj→k = (1/2)
(
α̂2

k + β̂2k
)
.

Если временной ряд очень длинный, то ŵk, α̂k, β̂k практически совпадают с
истинными значениями wk,αk, βk, а значит, и ĉj→k = cj→k. Однако на практике
чаще встречаются ряды весьма умеренной длины. При этом ŵk, α̂k, β̂k уже не рав-
ны в точности истинным значениям коэффициентов, так что необходимо указать
вероятную величину погрешности оценок. Уровень статистической значимости (ве-
роятность случайной ошибки) вывода о наличии воздействия j → k, то есть вы-
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вода о том, что cj→k > 0, рассчитывается следующим образом. При гипотезе от-
сутствия связи (cj→k = 0) случайные величины α̂k и β̂k являются независимыми и
одинаково распределенными по нормальному закону с нулевым средним и некото-
рой дисперсией σ2α̂k

. Следовательно, величина χ2j→k = (α̂2
k + β̂2k)/σ

2
α̂k

распределена
при этом по закону «хи-квадрат» с двумя степенями свободы. Ее функция распре-
деления Φ2(x) табулирована (см., например, [39]). Обозначим χ̂22,1−p такое число,
что Φ2(χ̂22,1−p) = 1 − p, то есть (1 − p)-квантиль распределения. Если оказывается,
что χ2j→k > χ̂22,1−p, то можно опровергнуть гипотезу об отсутствии связи на уровне
значимости p. Чем меньше p, тем надежнее вывод. Обычно значение p = 0.05 счита-
ется соответствующим достаточно высокой надежности. Величина σ2α̂k

неизвестна,
но вместо нее можно использовать оценку, полученную в [7],

σ̂2α̂k
=

2σ̂2εk

N


1 + 2

τ/∆t∑

l=1

(
1− l

τ/∆t

)
cos

(
(ŵk + ŵj) l

τ/∆t

)
exp


−

l
(
σ̂2εk

+ σ̂2εj

)

2τ/∆t





 ,

где оценка дисперсии шума σ̂2εk
= min

wk,αk,βk
S(wk,αk, βk). Таким образом, уровень зна-

чимости, на котором можно сделать вывод о наличии воздействия j → k, оценивает-
ся как pj→k = 1−Φ2(χ2j→k). Формула для оценки σ̂

2
←
α k

получена при предположении

о том, что АКФ шума εk линейно спадает до нуля на интервале [0, τ]. Это единствен-
ный момент, где используется предположение о свойствах шума, но он важен, так
как иначе нельзя оценить погрешности оценок связи.

1.2. Характеристики более высокого порядка и их оценки

1.2.1. Теоретические характеристики. Основное внимание в данной работе
направлено на случай нелинейностей более высокого порядка в уравнениях фазовой
динамики. А именно, функции связи в уравнениях (1) и (2) могут зависеть не только
от разности фаз из-за сильной нелинейности исследуемых систем и их взаимных
воздействий. В последнем случае необходимо рассматривать более общую модель
фазовой динамики [37]

dφ1/dt = ω1 + G1(φ1,φ2) + ξ1(t),

dφ2/dt = ω2 + G2(φ2,φ1) + ξ2(t),
(6)

где функции Gk 2π-периодичны по обоим аргументам. Они определяют взаимодей-
ствие осцилляторов и собственную нелинейность их динамики. Как и в предыдущем
случае, можно перейти к следующим разностным уравнениям при условии малости
шумов ξk(t) и величин |Gk|:

∆φ1(t) = F1(φ1(t),φ2(t),a1) + ε1(t),

∆φ2(t) = F2(φ2(t),φ1(t),a2) + ε2(t),
(7)

где Fk – тригонометрические многочлены вида

Fk(φk,φj ,ak) = wk +
∑

(m,n)∈Ωk

(αk,m,n cos(mφk − nφj) + βk,m,n sin(mφk − nφj)) ,

(8)
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где k = 1, 2; ak = (wk, {αk,m,n, βk,m,n}(m,n)∈Ωk
) – векторы коэффициентов;

Ωk – диапазон суммирования, то есть набор пар значений m и n, определяющих,
какие слагаемые присутствуют в многочлене. При близких частотах колебаний ос-
цилляторов члены с m = n = 1 являются следствием линейной связи вида k2→1x2

или k2→1(x2 − x1). Члены с n = 2 могут отражать воздействие, квадратичное по ко-
ординате влияющего осциллятора, например, k2→1x

2
2. Возможны и различные ком-

бинации, так что связь в уравнениях фазовой динамики может описываться набором
одночленов различных порядков с n 6= 0. Наибольшее влияние на динамику оказы-
вают резонансные члены, то есть соответствующие m/n ≈ ωj/ωk в уравнении для
k-го осциллятора. Однако нерезонасные слагаемые тоже могут быть важны [34].

Ниже предлагается определить силу воздействия j → k по аналогии с подхо-
дом [33] и выводится аналитическая формула для уровня значимости в рассматри-
ваемом нелинейном случае. Рассмотрим вновь статистические свойства приращения
фазы ∆φk (в левой части уравнений (7)) при условиях слабой связи между осцилля-
торами, слабой нелинейности и малого шума. Среднее значение 〈∆φk〉 = wk ≈ ωkτ.
Стационарное вероятностное распределение «свернутых» фаз (φ1 mod 2π,φ2 mod
2π) является вновь равномерным в квадрате [0, 2π) × [0, 2π), а слагаемые в много-
члене Fk при равномерной плотности распределения являются взаимно ортогональ-
ными функциями в этой области. Поэтому возведение в квадрат обеих частей (7) и
усреднение дает

〈
(∆φk)

2
〉

= w2
k +

1
2

∑

(m,n)∈Ωk

(
α2

k,m,n + β2k,m,n

)
+ σ2εk

. (9)

Слагаемые в (9), соответствующие n 6= 0, описывают воздействие j-го осциллятора
на k-ый. Обозначим их сумму cj→k и назовем ее силой воздействия j → k

cj→k =
1
2

∑

(m,n)∈Ωk, n 6=0

(
α2

k,m,n + β2k,m,n

)
. (10)

Остальные слагаемые определяют нелинейность индивидуальной фазовой динами-
ки. Обозначим их bk

bk =
1
2

∑

(m,n)∈Ωk, n=0

(
α2

k,m,n + β2k,m,n

)
. (11)

Поскольку 〈∆φk〉 = wk, дисперсия приращения фазы σ2∆φk
=

〈
(∆φk)

2
〉
− 〈∆φk〉2

определяется следующими тремя слагаемыми:

σ2∆φk
= bk + cj→k + σ2εk

. (12)

Величину cj→k можно по-разному нормировать. Во-первых, cj→k/w2
k показывает си-

лу воздействия по сравнению с линейным приращением фазы, то есть интенсивность
модуляции периода колебаний за счет воздействия j-го осциллятора. Эта величина
всегда много меньше единицы при условии малости связи. Во-вторых, cj→k/σ2∆φk

по-
казывает долю флуктуаций величины ∆φk, обусловленную воздействием j-го осцил-
лятора. Эта величина меньше единицы, но может почти достигать ее, если фазовая
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нелинейность и шум малы по сравнению с оцениваемым воздействием. В-третьих,
cj→k

/
σ2εk

показывает силу воздействия j-го осциллятора по сравнению с воздействи-
ем шума.

Введенная характеристика связи зависит от параметра τ-временного масшта-
ба. На различных временных масштабах относительные роли шума и воздействия
j-го осциллятора могут быть различны. Так, влияние белого шума или шума, время
автокорреляции которого много меньше характерного периода колебаний осцилля-
торов T , преобладает при τ ¿ T . С ростом τ растет роль остальных слагаемых
в (12), но при очень больших τ вновь доминирует шум, так как зависимость прира-
щения фазы от ее текущих значений пропадает. Таким образом, при промежуточных
значениях τ влияние одного осциллятора на другой проявляется наиболее сильно.
Практика показывает, что целесообразно брать в качестве τ величину основного пе-
риода колебаний T [6,7]. Если собственные периоды колебаний двух осцилляторов
T1 и T2 сильно различаются, то можно рассматривать характеристики связи при двух
значениях τ. В разделе 2 для краткости приводятся результаты только для одного зна-
чения τ: τ = (T1 + T2)/2 в случае близких T1 и T2 или τ = min{T1, T2}, если T1 и
T2 сильно различаются.

1.2.2. Статистические оценки. Чтобы реализовать предложенный форма-
лизм при анализе временного ряда, зададим достаточно большой набор одночленов
в (8), чтобы он содержал все слагаемые, необходимые для описания исследуемого
взаимодействия. Согласно методу наименьших квадратов минимизируем

S(ak) =
1

N − τ/∆t
N−τ/∆t∑

i=1

(∆φk(ti)− Fk(φk(ti),φj(ti),ak))
2.

Тогда σ̂2εk
= min

ak

S(ak) и âk = arg min
ak

S(ak) – оценки дисперсии шума и коэф-

фициентов многочлена Fk, соответственно. Оценки характеристик связи получим
аналогично (5)

ĉj→k =
1
2

∑

(m,n)∈Ωk, n 6=0

(
α̂2

k,m,n + β̂2k,m,n

)
. (13)

Как и в п. 1.1, величина ĉj→k всегда неотрицательна. Даже при отсутствии связи
между осцилляторами, то есть cj→k = 0, оценка ĉj→k почти наверное принимает
значения, большие нуля. Таким образом, достоверный вывод о наличии воздействия
j → k нельзя сделать из условия ĉj→k > 0. Его можно сделать, только если ĉj→k

«существенно» больше нуля. Для получения количественного критерия, найдем за-
кон распределения ĉj→k при отсутствии связи и нелинейности, то есть для систе-
мы (6) с G1 ≡ G2 ≡ 0. В этом случае оценки всех коэффициентов α̂k,m,n, β̂k,m,n

статистически независимы друг от друга и распределены одинаково по нормально-
му закону с нулевым средним [7]. Их дисперсии обозначим σ2α̂k,m,n

. Учитывая, что
сумма квадратов M независимых нормально распределенных с нулевым средним и
единичной дисперсией величин распределена по закону «хи-квадрат» с M степеня-

ми свободы, получим, что величина χ2j→k =
∑

m,n(n 6=0)

α̂2k,m,n+β̂2k,m,n

σ2α̂k,m,n

распределена по

закону «хи-квадрат» с Mk степенями свободы, где Mk – количество слагаемых в

21



выражении (13). Значение χ2j→k можно рассчитать по временному ряду, если вместо
дисперсии σ2α̂k,m,n

подставить оценку [7]

σ̂2α̂k,m,n
=

2σ̂2εk

N

(
1+2

τ/∆t∑

l=1

(
1− l

τ/∆t

)
cos

(
l
(
mŵk+nŵj

)

τ/∆t

)
exp

(
−

l
(
m2σ̂2εk

+n2σ̂2εj

)

2τ/∆t

))
.

Таким образом, получен критерий для того, чтобы судить о статистической значимо-
сти вывода о наличии воздействия j → k. А именно, если величина χ2j→k, рассчитан-
ная по временному ряду, превосходит (1− p)-квантиль распределения «хи-квадрат»
с Mk степенями свободы, то вывод можно сделать на уровне значимости p, то есть
вероятность случайного ошибочного обнаружения связи не превосходит p. Функция
распределения для закона «хи-квадрат» с Mk степенями свободы ΦMk

табулирова-
на [39]. Зная ее, можно оценить уровень значимости, на котором χ2j→k отлична от
нуля, по формуле p̂j→k = 1−ΦMk

(χ2j→k).
Сравнивать силы воздействия j → k при различных условиях непосредствен-

но по величинам ĉj→k (13) не удается, так как последние являются смещенными
оценками истинных значений cj→k (10), что можно показать аналогично [7], то есть
〈ĉj→k〉 > cj→k, где угловые скобки означают математическое ожидание. Чтобы ис-
ключить это смещение (систематическую ошибку), достаточно вычесть из квадрата
оценки каждого коэффициента в (13) ее дисперсию аналогично [7]. Полученную
несмещенную оценку обозначим

Ĉj→k =
1
2

∑

m,n (n6=0)

(
α̂2

k,m,n + β̂2k,m,n − 2σ̂2α̂k,m,n

)
. (14)

Суммируя, отмечу, что предложенные оценки и формула для уровня значимо-
сти применимы при следующих условиях.

1) Хорошо определены фазы колебаний. Это имеет место в случае узкопо-
лосного спектра мощности сигналов, когда можно применять любой из известных
методов расчета фазы, например, с использованием преобразования Гильберта [37].
Для более сложных сигналов введение фаз должно быть обеспечено с помощью спе-
циальных подходов. В примерах раздела 2 фазы хорошо определены и эта проблема
подробно не обсуждается.

2) Слабая зависимость между фазами осцилляторов, то есть почти равномер-
ное распределение «свернутой» разности фаз на отрезке (0, 2π). Это условие можно
контролировать, рассчитывая по временному ряду обобщенные коэффициенты фа-
зовой синхронизации ρ̂m,n =

∣∣〈ei(mφ1(t)−nφ2(t))
〉
t

∣∣, где m,n – положительные целые
числа. Предложенные оценки связи применимы для данного ряда, если ρ̂m,n < ρc
для всех m,n из множества Ωk. Если ρ̂m,n > ρc для некоторой пары индексов m,n,
то временной ряд не пригоден для оценки направленных связей. Если рассматрива-
ются осцилляторы с близкими собственными частотами, то для них большое значе-
ние может принимать только ρ̂1,1. Эта величина обозначается далее просто ρ̂. По-
роговое значение ρc = 0.45 подобрано эмпирически на эталонных примерах (см.
раздел 2).

3) Шум εk имеет АКФ, линейно спадающую от единицы до нуля на интерва-
ле временных лагов [0, τ] и равную нулю при больших лагах. Для проверки следует
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оценить АКФ остаточных ошибок – слагаемых в формуле для S(âk). Эксперименты
показывают (см. раздел 2), что для временного ряда длиной 100 периодов колебаний
достаточно, чтобы абсолютная величина оценки АКФ не превышала примерно 0.2
при лагах, больших τ.

4) Слабая индивидуальная нелинейность и слабый шум. Первое нужно для
равномерности распределения разности фаз. Второе – для правомерности перехо-
да от (6) к (7) с гауссовыми шумами εk. Эти условия можно сформулировать как

σ̂εk
¿ ŵk и

√
b̂k ¿ ŵk. Во всех численных экспериментах в разделе 2 выполнялись

соотношения σ̂εk
< 0.2ŵk и

√
b̂k < 0.1ŵk, чего оказывалось достаточно. Далее это

условие подробнее не комментируется.

2. Численный эксперимент

Применимость предложенных оценок в случае временных рядов умеренной
длины показана ниже в численных экспериментах для эталонных осцилляторов с
различными свойствами. В п. 2.1 описана методика исследования, в пп. 2.2–2.5 –
результаты расчетов для фазовых осцилляторов (п. 2.2), осцилляторов ван дер Поля
(п. 2.3), систем Ресслера (п. 2.4) и систем Морриса–Лекара, являющихся моделью
динамики нейрона (п. 2.5).

2.1. Методика исследования

В качестве эталонных примеров для тестирования предложенных оценок ис-
пользуются системы стохастических дифференциальных уравнений с различными
видами нелинейности и силами связей. Уравнения численно интегрируются мето-
дом Эйлера с достаточно малым шагом h: h = 0.01 в пп. 2.2 и 2.3, h = 0.001 в п. 2.4,
h = 0.1 в п. 2.5. Для корректного интегрирования стохастических дифференциаль-
ных уравнений нужно указать, в каком смысле понимается стохастический интеграл
вида

∫
g(x(t))dξ(t), где x – одна из переменных, ξ – белый шум, который входит

в уравнения в виде слагаемого g(x) · ξ с гладкой функцией g. Допустимы различ-
ные варианты: интеграл Ито, интеграл Стратоновича, обобщенный стохастический
интеграл, которые различаются при g(x) 6= const [40]. Однако во всех примерах,
рассмотренных ниже, включая уравнения (6), используется g(x) ≡ 1. При этом раз-
личные трактовки стохастического интеграла совпадают, так что согласно методу
Эйлера в разностной схеме используется стохастическое слагаемое σξ

√
h · εn, где εn

– последовательность независимых гауссовых случайных величин с нулевым сред-
ним и единичной дисперсией.

Интервал выборки задается так, чтобы обеспечить примерно 10 точек на ха-
рактерном периоде колебаний в пп. 2.2–2.4 (∆t = 0.6) и 25 точек на периоде в
п. 2.5 (∆t = 1.0). Соответственно, величина τ для оценки связей принимается рав-
ной τ = 10∆t (пп. 2.2–2.4) и τ = 25∆t (п. 2.5). Для каждой системы и каждого
набора параметров генерируется большой ансамбль из Ns временных рядов, чтобы
исследовать статистические свойства предложенных оценок связи. Во всех приме-
рах принимается Ns = 100, если не указано другое значение. Начальные условия
для получения различных временных рядов в ансамбле выбираются в соответствии
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со стационарной плотностью распределения вектора состояния. Длина каждого вре-
менного ряда составляет примерно 100 характерных периодов, то есть N = 1000 в
пп. 2.2–2.4, и N = 2500 в п. 2.5. Эту умеренную длину [7] уместно использовать
как базовый случай. Зависимость результатов от N обсуждается кратко. По каждому
ряду рассчитываются оценки связи и делаются выводы о том, обнаружено ли воз-
действие j → k (положительный вывод) на заданном уровне значимости p или нет
(отрицательный). Результаты расчетов представлены в основном для p = 0.05.

Обозначим Qj→k – число положительных выводов. Частота их появления
νj→k = Qj→k/Ns. Положительные выводы могут быть как «правильными» (если
на самом деле есть воздействие j → k), так и «ошибочными» (в противном слу-
чае). В каждом примере проверяется два обстоятельства. Во-первых, предложенные
оценки можно считать применимыми только в тех случаях, когда частоты ошибоч-
ных положительных выводов не превышают заявленного уровня значимости: для
всех пар (j, k) таких, что cj→k = 0, должно выполняться νj→k(p) < p с точно-
стью до флуктуаций, определяющихся конечным размером ансамбля Ns. Эти флук-
туации оцениваются следующим образом. Частота νj→k – это оценка вероятности
Pj→k вывода о наличии воздействия j → k. По теореме Муавра–Лапласа величи-
на νj→k при большом Ns распределена по нормальному закону со средним Pj→k и
дисперсией Pj→k(1 − Pj→k)/Ns. В частности, 95%-й интервал для νj→k имеет вид
Pj→k±1.96

√
Pj→k(1− Pj→k)/Ns. Поскольку вероятность ошибочных выводов Pj→k

должна быть равна заявленному уровню значимости p, то νj→k должна попадать в
95%-й интервал p ± 1.96

√
p(1− p)/Ns. Применимость методики отвергается из-за

высокой частоты ошибочных выводов, если оказывается, что
νj→k > p + 1.96

√
p(1− p)/Ns. Во-вторых, желательна максимальная чувствитель-

ность метода. Ее характеристика – частота правильных положительных выводов,
то есть вероятность обнаружения существующих связей по отдельной временной
реализации. Оценки сил воздействий и частот νj→k рассчитываются для трех после-
довательно усложняющихся модельных функций (8): 1) «линейная» связь, то есть
набор индексов Ωk, содержащий только m = n = 1; 2) допускается квадратичная
нелинейность связи, то есть в Ωk есть пары индексов m = n = 1, m = 2, n = 1
и m = 1, n = 2; 3) допускается квадратичная или кубическая нелинейность связи,
то есть в Ωk есть пары индексов m = n = 1, m = 2, n = 1, m = 1, n = 2,
m = 3, n = 1 и m = 1, n = 3. Обозначим |Ωk| – размер множества Ωk. Тогда в пер-
вом случае |Ωk| = 1, то есть Ωk содержит одну пару индексов, во втором – |Ωk| = 2,
в третьем – |Ωk| = 3. Всегда принимается Ω1 = Ω2. Число степеней свободы закона
«хи-квадрат», используемого при оценке значимости выводов равно Mk = 2 |Ωk|.

2.2. Фазовые осцилляторы

Первый пример – фазовые осцилляторы (6) при различных видах и силах свя-
зи, соотношениях частот, интенсивностях шума.

2.2.1. Несвязанные фазовые осцилляторы. Случай несвязанных осциллято-
ров Gk ≡ 0 почти полностью соответствует теоретическим условиям применимости
оценок. Однако они с гарантией применимы асимптотически, поэтому представляет
интерес проверка практических результатов для рядов умеренной длины. Так, для
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параметров σ2ξk = 0.04, ω1 = 1.1, и ω2 = 0.9 результаты представлены на рис. 1.
АКФ остаточных ошибок, оцененная по одному временному ряду (рис. 1, а), со-
ответствует ожидаемой «треугольной» форме. Анализ ансамбля из Ns = 1000 ря-
дов показывает, что величина ρ̂ всегда не превышает 0.15, то есть весьма мала. На
рис. 1, б показаны частоты положительных выводов о наличии связи для оценок с
«линейной» моделью |Ωk| = 1 в зависимости от уровня значимости p. Как и требу-
ется, ν2→1 и ν1→2 не превышают p. Те же результаты наблюдаются для моделей с
|Ωk| = 2 и |Ωk| = 3 (не показаны).

Трудности могут возникать при таких параметрах осцилляторов, когда оценки
ρ̂ часто принимают достаточно большие значения, то есть эмпирическое распреде-
ление разности фаз для отдельного временного ряда не является «почти равномер-
ным». Это имеет место при уменьшении расстройки частот, что иллюстрирует рис. 2
для оценок с |Ωk| = 1, где ω1 = 1 + ∆ω, ω2 = 1 − ∆ω. Так, при ∆ω = 0 значения ρ̂
иногда превышают величину 0.5. На рис. 2, а показана доля временных рядов n0,
для которых ρ̂ < 0.45. При больших расстройках n0 = 1, а при малых уменьшает-
ся. На рис. 2, б представлены частоты положительных выводов νj→k без контроля
условия ρ̂ < ρc для уровня значимости p = 0.05, а пунктиром показан допустимый
уровень ошибок. При ∆ω частота ошибочных выводов для одного направления до-

Рис. 1. Несвязанные фазовые осцилляторы: а – АКФ остаточных ошибок ε1 – оцененная по временному
ряду (жирная линия) и теоретическая (тонкая линия); б – частоты положительных выводов о наличии
воздействия 2 → 1 (сплошная линия) и 1 → 2 (пунктирная линия), полученные по ансамблю из 1000
временных рядов, обе частоты не превышают заданного уровня значимости p (штриховая линия)

Рис. 2. Несвязанные фазовые осцилляторы. Результаты оценивания с |Ωk| = 1 в зависимости от рас-
стройки частот: а – доля временных рядов с ρ̂ < 0.45 в ансамбле из 100 рядов; б – частоты ошибочных
положительных выводов 2 → 1 (жирная линия) и 1 → 2 (тонкая линия) и допустимый уровень ошиб-
ки (штриховая линия); в – то же, что на рис. б, но при дополнительном условии ρ̂ < 0.45. Результаты
оценивания с |Ωk| = 2 и |Ωk| = 3 аналогичны (не показаны)
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Рис. 3. Несвязанные фазовые осцилляторы. Результаты оценивания с |Ωk| = 1 в зависимости от уров-
ня шума: а – доля временных рядов с ρ̂ < 0.45 в ансамбле из 100 рядов; б – частоты ошибочных
положительных выводов 2 → 1 (жирная линия) и 1 → 2 (тонкая линия) и допустимый уровень ошиб-
ки (штриховая линия); в – то же, что на рис. б, при дополнительном условии ρ̂ < 0.45 Результаты
оценивания с |Ωk| = 2 и |Ωk| = 3 аналогичны (не показаны)

стигает 0.12, что больше допустимого уровня. Если делать положительные выводы
только при ρ̂ < ρc, то можно снизить вероятность ошибок, так как при достаточно
малом ρc лучше выполняется условие равномерного распределения разности фаз.
В данном случае оказалось, что следует принять ρc равным 0.45, чтобы обеспечить
даже условную частоту ошибочных выводов νj→k = Qj→k/(n0Ns) не более допу-
стимого уровня p + 1.96

√
p(1− p)/(n0Ns) при любом ∆ω (рис. 2, в). Знаменатель

n0Ns – это количество временных рядов, удовлетворяющих условию ρ̂ < ρc. Услов-
ная частота ошибочных выводов не меньше полной частоты, так что требование ее
малости строже, чем требование малости величины Qj→k/Ns.

Доля рядов с большими ρ̂ растет при уменьшении σ2ξk и малой расстройке ча-
стот, например, при ∆ω = 0. Результаты представлены на рис. 3 для |Ωk| = 1, где
вновь показано, что условие ρ̂ < 0.45 дает условную частоту ошибочных положи-
тельных выводов не более допустимого уровня. Подбор ρc был проведен и для всех
примеров рассмотренных ниже. Значение ρc = 0.45 оказалось достаточным во всех
случаях, так что ниже все результаты приводятся только для оценивания с использо-
ванием критерия ρ̂ < 0.45. Для ошибочных выводов ниже представлена их условная
частота, а не полная.

2.2.2. Связанные фазовые осцилляторы. Рассмотрим связанные фазовые ос-
цилляторы (6) с ω1 = 1.1, ω2 = 0.9, σ2ξk = 0.04 и однонаправленной связью
2 → 1, то есть G2 = 0. Начнем с «первого порядка» нелинейности: G1(φ2,φ1) =
= k2→1 sin(φ2 − φ1). Положительные выводы о наличии влияния 1 → 2 ошибочны
и для применимости методики их вероятность должна быть не более p. Выводы о
наличии связи 2 → 1 при k2→1 > 0 правильные, так что желательна их максималь-
ная вероятность. Условие на АКФ остаточных ошибок εk выполняется, так как она
аналогична рис. 1, а (не показана).

Рис. 4 иллюстрирует результаты оценивания при увеличении коэффициента
связи k2→1. Доля рядов с ρ̂ < 0.45 уменьшается с ростом k2→1 (рис. 4, а). Однако
частота ошибочных выводов ν1→2 остается не более допустимой при любом k2→1

(рис. 4, б). Это имеет место для любого из трех различных |Ωk|. Частота правиль-
ных выводов здесь и во всех примерах ниже рассчитывается в отношении ко всему
размеру ансамбля: ν2→1 = Q2→1/Ns без деления на n0, то есть это оценка полной
вероятности обнаружения воздействия (не условной). При малых k2→1 чувствитель-
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Рис. 4. Оценка однонаправленной связи между фазовыми осцилляторами в случае функции связи
G1(φ2,φ1) = k2→1 sin(φ2 − φ1): а – доля временных рядов с ρ̂ < 0.45 в ансамбле из 100 рядов;
б – частоты ошибочных выводов о наличии воздействия 1 → 2 (жирная линия – для |Ωk| = 1, тонкая
– для |Ωk| = 2, штриховая – для |Ωk| = 3, пунктир – допустимый уровень ошибки); в – частоты
правильных выводов о наличии воздействия 2 → 1 (те же обозначения, что и на рис. б; г – средние
значения оценок сил воздействия 2 → 1 (кружки, соединенные линией), и 1 → 2 (крестики)

ность метода растет с ростом k2→1 (рис. 4, в). При этом чувствительность выше для
меньшего |Ωk|. Это ожидаемый результат, так как связь между осцилляторами в дан-
ном примере описывается многочленом вида sin(φ1−φ2) и отражается уже моделью
с |Ωk| = 1. Увеличение |Ωk| приводит только к появлению «лишних» оцениваемых
коэффициентов, то есть к росту дисперсии оценок без улучшения описания динами-
ки исходной системы. Это и является причиной снижения процента статистически
значимых выводов о наличии воздействия. Использование критерия ρ̂ < 0.45 ведет к
отсеиванию некоторых временных рядов ансамбля и снижает чувствительность ме-
тода при больших k2→1. Средние по ансамблю значения оценок Ĉj→k показаны на
рис. 4, г. Сила существующего воздействия Ĉ2→1 растет квадратично с ростом k2→1

(кружки). Это ожидаемый результат, так как по определению (10) эта характеристи-
ка есть сумма квадратов коэффициентов связи. Оценка Ĉ1→2 в среднем равна нулю

(крестики). Величины
〈
Ĉj→k

〉
одинаковы для всех |Ωk| и их графики полностью

накладываются друг на друга на рис. 4, г.

На рис. 5 и 6 аналогично представлены результаты для связи, заданной нерезо-
нансными членами G1(φ2,φ1) = k2→1 sin(2φ2 − φ1) и G1(φ2,φ1) = k2→1 sin(3φ2 −
φ1), соответственно. Это связи более высокого порядка нелинейности, прочие пара-
метры осцилляторов те же. Отличие этих случаев в том, что ρ̂ даже не превышает
величины 0.15, так что можно использовать все временные ряды ансамбля для оце-
нивания (рис. 5, а и 6, а). Частота ошибочных выводов не превышает допустимой
при использовании любого |Ωk| (рис. 5, б и 6, б). Вероятность правильных выводов
для связи sin(2φ2 − φ1) равна нулю при использовании модели с низким порядком
нелинейности |Ωk| = 1 (рис. 5, в). Для |Ωk| = 2 и |Ωk| = 3 чувствительность метода
растет с ростом k2→1. При этом для |Ωk| = 3 она ниже, так как модель фазовой ди-
намики содержит лишние члены по сравнению с |Ωk| = 2. Величина Ĉ1→2 в среднем
равна нулю для всех моделей (не показана). Среднее значение Ĉ2→1 представлено
на рис. 5, г. Для |Ωk| = 1 эта величина равна нулю (жирная линия), так как модель
не может описать связь более высокого порядка нелинейности. Для двух других мо-

делей
〈
Ĉ2→1

〉
одинакова и демонстрирует ожидаемую квадратичную зависимость

от k2→1 (тонкая линия). Аналогично, связь sin(3φ2 − φ1) обнаруживается только
при использовании |Ωk| = 3, а более простые модели не могут ее «почувствовать»
(рис. 6, в, г).
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Рис. 5. Оценка однонаправленной связи между фазовыми осцилляторами в случае функции связи
G1(φ2,φ1) = k2→1 sin(2φ2 − φ1): а – доля временных рядов с ρ̂ < 0.45 в ансамбле из 100 рядов;
б – частоты ошибочных выводов о наличии воздействия 1 → 2 (жирная линия – для |Ωk| = 1, тонкая
– для |Ωk| = 2, штриховая – для |Ωk| = 3, пунктир – допустимый уровень ошибки); в – частоты
правильных выводов о наличии воздействия 2 → 1 (те же обозначения, что и на рис. б; г – среднее по
ансамблю значение оценки силы воздействия 2 → 1 для модели с |Ωk| = 1 (жирная линия) и |Ωk| = 2
(тонкая линия). Для |Ωk| = 3 график в точности такой же, как для |Ωk| = 2

Рис. 6. Оценка однонаправленной связи между фазовыми осцилляторами в случае функции связи
G1(φ2,φ1) = k2→1 sin(3φ2 − φ1): а – доля временных рядов с ρ̂ < 0.45 в ансамбле из 100 рядов;
б – частоты ошибочных положительных выводов о наличии воздействия 1 → 2 (жирная линия – для
|Ωk| = 1, тонкая – для |Ωk| = 2, штриховая – для |Ωk| = 3, пунктир – допустимый уровень ошибки); в
– частоты правильных положительных выводов о наличии воздействия 2 → 1 (те же обозначения, что
на рис. б; г – среднее по ансамблю значение оценки силы воздействия 2 → 1 для модели с |Ωk| = 1
(жирная линия) и |Ωk| = 3 (тонкая линия). Для |Ωk| = 2 график такой же, как для |Ωk| = 1

Аналогичные результаты получены при соотношении частот примерно рав-
ном 1:2 и 1:3 и различных порядках нелинейности связи, при однонаправленном
воздействии в любую сторону и при двунаправленной связи. Во всех случаях пред-
ложенные оценки применимы. При этом результаты сохраняются при уменьшении
длины ряда до 50 характерных периодов, и только еще меньшая длина ряда приводит
к большему числу ошибочных выводов из-за недостаточной статистики (графики не
показаны).

Заметим, что в случае двунаправленной связи трудности оценивания меньше,
поскольку ошибочных положительных выводов не существует из-за наличия воздей-
ствий в обе стороны, а опасность есть только в получении смещенных оценок сил
воздействия. Однако при достаточно слабых связях (что контролируется по вели-
чине ρ̂) оценки Ĉj→k оказываются несмещенными. Графики аналогичны получен-
ным в статье [7, рис. 3] и здесь не приводятся. То же наблюдение имеет место и для
других осцилляторов. Поэтому ниже иллюстрируется только более сложный случай
однонаправленной связи, где нужно контролировать частоту ошибочных выводов о
наличии воздействий.
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2.3. Осцилляторы ван дер Поля

Обратимся к примерам, где ситуация усложняется из-за необходимости расче-
та фаз по временным рядам и изменения свойств осцилляторов, в частности, свойств
шумов εk в уравнениях фазовой динамики. Так, однонаправленно связанные осцил-
ляторы ван дер Поля задавались уравнениями

d2x1

dt2
− (0.2− x2

1)
dx1

dt
+ ω2

1x1 = ξ1 + k2→1g(x2),

d2x2

dt2
− (0.2− x2

2)
dx2

dt
+ ω2

2x2 = ξ2,

(15)

где ξ1,2 – независимые источники белого шума, g(x2) – функция связи.
В отсутствие шумов осцилляторы демонстрируют автоколебания с круговыми

частотами ω1,2, и для каждого отдельного осциллятора справедливо приближение
медленно меняющихся (по сравнению с периодом колебаний) амплитуд. При этом
фазовая динамика описывается уравнениями фазовых осцилляторов (6) с Gk = 0.
Наличие связи отражается в появлении дополнительных членов в уравнении фазо-
вой динамики для первого осциллятора. Если g(x2) = x2, то получим G1(φ1,φ2) ∝
k2→1 sin(φ2 − φ1), учитывая, что при отсутствии шума x2 ∝ exp(iφ2(t)). Если
g(x2) = x2

2, то есть g ∝ exp(i2φ2(t)), получим связь более высокого порядка нели-
нейности: G1(φ1,φ2) ∝ k2→1 sin(2φ2 − φ1). Аналогично, при g(x2) = x3

2 − 3x2/4
имеем g ∝ exp(i3φ2(t)) и G1(φ1,φ2) ∝ k2→1 sin(3φ2 − φ1).

При сильных шумах ξ1,2 амплитуды колебаний осцилляторов заметно флук-
туируют, то есть не являются медленно меняющимися. Поэтому все рассуждения
применимы только приближенно. Такой случай и рассмотрим в качестве теста для
предложенных оценок связи. Параметры осцилляторов σξ = 0.2, ω1 = 1.05, коэффи-
циент связи меняется от 0 до 0.2, связь резонансная, что обеспечивается различными
порядками нелинейности для различных ω2:

1) ω2 = 0.95 (соотношение частот ω1 : ω2 примерно 1:1) и g(x2) = x2,
2) ω2 = 0.5 (соотношение частот примерно 2:1) и g(x2) = x2

2,
3) ω2 = 0.35 (соотношение частот примерно 3:1) и g(x2) = x3

2 − 3x2/4.
Фазы рассчитывались по сигналам x1,2(t) с помощью преобразования Гильберта.
Рис. 7, а показывает, что, несмотря на заметные флуктуации амплитуды, чередование
максимумов и минимумов сигнала с основным периодом четко видно, так что фазы
хорошо определены. АКФ остаточных ошибок εk имеет требуемую форму (рис. 7, б).

Рис. 7. Осцилляторы ван дер Поля (15): а – фрагмент временной реализации первого осциллятора при
отсутствии связи; б – АКФ остаточных ошибок ε1 – оценка (жирная линия) и требуемая теоретически
(тонкая линия)
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Рис. 8. Оценка однонаправленной связи между осцилляторами ван дер Поля (15). Первая строка – для
функции связи g(x2) = x2, вторая – для g(x2) = x2

2, третья – для g(x2) = x3
2− 3x2/4. Первый столбец

– доля временных рядов с ρ̂m,n < 0.45 в ансамбле из 100 рядов. Второй – частоты ошибочных выводов
о наличии воздействия 1 → 2 (жирная линия – для |Ωk| = 1, тонкая – для |Ωk| = 2, штриховая – для
|Ωk| = 3, пунктир – допустимый уровень ошибки). Третий – частоты правильных выводов о наличии
воздействия 2 → 1. Четвертый – среднее по ансамблю значение оценки силы воздействия 2 → 1 для
модели с |Ωk| = 1 (жирная линия), |Ωk| = 2 (тонкая линия), и |Ωk| = 3 (штриховая линия)

Результаты оценивания, демонстрирующие применимость методики, представ-
лены на рис. 8. Первый столбец показывает долю рядов с ρ̂ < 0.45 для линей-
ной связи (рис. 8, а), ρ̂1,2 < 0.45 для квадратичной (рис. 8, д) и ρ̂1,3 < 0.45 для
кубической (рис. 8, и). Всегда частота ошибочных выводов не более допустимой
(рис. 8, второй столбец) для любого |Ωk|. При этом во втором случае (рис. 8, е) на
длине временного ряда укладывается только 50 характерных периодов второго ос-
циллятора, а в третьем (рис. 8, к) – 30 периодов. Тем не менее, методика не дает
большего числа ошибок, что иллюстрирует ее применимость даже для таких ко-
ротких рядов. Вероятность обнаружения существующей связи растет с ростом k2→1

(рис. 8, третий столбец). В первом случае достаточно |Ωk| = 1, а большие значе-
ния лишь снижают чувствительность (рис. 8, в, г). Во втором случае лучше всего
|Ωk| = 2, тогда как |Ωk| = 1 не обнаруживает квадратичную связь (рис. 8, ж, з).
В третьем случае кубическая связь приводит к тому, что в уравнениях фазовой ди-
намики есть и линейные и кубические члены. Поэтому методика для |Ωk| = 1 и
|Ωk| = 3 примерно одинаково чувствительна (рис. 8, л). Причина состоит в том,
что кубическая модель лучше описывает нелинейность (это показывают и оценки
силы связи на рис. 8, м), но содержит больше оцениваемых коэффициентов. Сов-
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местное влияние этих двух факторов приводит к той же чувствительности, что и для
|Ωk| = 1. Использование |Ωk| = 2 в основном снижает чувствительность, так как
квадратичные члены в уравнении фазовой динамики отсутствуют или очень малы
(см. рис. 8, м).

2.4. Системы Ресслера

Системы Ресслера также рассматривались с однонаправленной связью

dx1/dt = −ω1y1 − z1,

dy1/dt = ω1x1 + ay1 + k2→1g(y2) + ξ1,

dz1/dt = b + (x1 − c)z1,

(16)

dx2/dt = −ω2y2 − z2,

dy2/dt = ω2x1 + ay2 + ξ2,

dz2/dt = b + (x2 − c)z2,

(17)

где ξ1,2 – независимые источники белого шума, g(y2) – функция связи. Выбирались
такие значения a, b, c, при которых осцилляторы (при σξ = 0 и k2→1 = 0) де-
монстрируют колебания с основными частотами ω1,2 в режиме спирального хаоса.
Результаты анализа этих систем оказываются во многом схожими с предыдущими
примерами. Поэтому далее представлены иллюстрации для ω1 = 1.05, ω2 = 0.95,
g(y2) = y2 и следующих ситуаций:

1) a = 0.2, b = 0.2, c = 6.1 [41] и σξ = 0.1,
2) a = 0.398, b = 2.0, c = 4.0 [42] и σξ = 0.2, g(y2) = y2.
При отсутствии шумов ξ1,2 в (16) фазовую динамику систем Ресслера можно

описать уравнениями фазовых осцилляторов (6), где шумы ξ1,2 в (6) присутствуют
как результат влияния хаотически меняющихся амплитуд. Эти шумы не белые, что
дает примеру новизну по сравнению с предыдущими.

При анализе рассматривались сигналы x1,2. Фазы хорошо определены (рис. 9, а
и 10, а) и рассчитывались с помощью преобразования Гильберта. АКФ остаточных
ошибок εk для первого набора параметров имеет почти требуемую форму, хотя и
не совсем: АКФ принимает значение 0.4 при некоторых лагах, больших τ (рис. 9, б).
Однако такое отклонение оказывается допустимым, так как результаты оценивания
вполне аналогичны представленным выше (рис. 9, в–е): методика не дает ошибоч-
ных выводов сверх допустимой величины (см. рис. 9, г); слишком большое значение
|Ωk| приводит к снижению чувствительности (см. рис. 9, д, е).

Для второго набора параметров несмотря на хорошо определенную фазу,
АКФ остаточных ошибок εk сильно отличается от требуемой «треугольной» функ-
ции (рис. 10, б). Величина АКФ достигает 0.8 для многих лагов, значительно боль-
ших τ. Как результат, число ошибочных выводов о наличии воздействия 1 → 2
гораздо больше допустимого (рис. 10, г), то есть методика не применима. Таким
образом, выполнение условия на АКФ остаточных ошибок оказывается весьма су-
щественным.
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Связь по переменной y в данном примере – это аналог связи по dx/dt для ос-
цилляторов ван дер Поля, что можно увидеть, если записать уравнение для d2x

/
dt2,

исключив y из первого уравнения системы Ресслера. Это также отличает данный
пример от предыдущего. Связь по x проверялась таким же образом, результаты ока-
зались аналогичны (не показаны).

В работе выборочно проверялись возможности использования не «одинако-
вых» переменных для введения фаз. Например, x1 для первой системы и y2 или z2

(вместо x2) – для второй. Результаты оказываются вполне аналогичными. При ис-
пользовании y2 значения фазы φ2, рассчитанные с помощью преобразования Гиль-
берта, только сдвигаются на π/2 по сравнению с фазами, рассчитанными по сигналу
x2, что не влияет на характеристики связи. Координата z2 демонстрирует поведение
импульсного характера, поэтому для расчета фазы предпочтительнее пороговый ме-
тод (см. в п. 2.5). Он дает фазу, которая является нелинейной функцией величины
φ2, полученной по сигналу x2. Но эта нелинейная функция очень близка к линей-
ной H(φ2) ≈ φ2 + const, то есть значения фазы слабо меняются и все результаты
оценивания остаются теми же самыми (не показаны).

2.5. Системы Мориса–Лекара

Наконец, рассмотрим пример систем с «импульсным» характером воздействия.
Это системы Мориса–Лекара [43], моделирующие динамику нейрона,

dx1

dt
= I1 − gl(x1 − Vl)− gKy1(x1 − VK)− gCam∞(x1 − VCa) + k2→1f(x1, x2),

dy1

dt
= λ(x1) (w∞(x1)− y1) + ξ1,

dx2

dt
= I2 − gl(x2 − Vl)− gKy2(x2 − VK)− gCam∞(x2 − VCa),

dy2

dt
= λ(x2) (w∞(x2)− y2) + ξ2,

(18)

где m∞(x) = (1 + tanh ((x− V1)/V2))/2, w∞(x) = (1 + tanh ((x− V3)/V4))/2,
λ(x) = (cosh ((x− V3)/2V4))/3, V1 = −0.1, V2 = 0.15, V3 = 0.1, V4 = 0.145,
Vl = −0.5, VK = −0.7, VCa = 1.0, gl = 0.5, gK = 2.0, gCa = 1.33, I1 = I2 = 0.075.
При отсутствии шума и связи системы демонстрируют периодические автоколеба-
ния [44,45]. Введение слабого шума с σξ = 0.005 слабо возмущает эти периоди-
ческие колебания [46]. Связь пороговая, что имитирует свойства взаимодействия

нейронов: f(x1, x2) = (1−x1)
(
−1

2
+

1
1 + exp(−x2/0.1)

)
, x2 > 0, f(x1, x2) = 0,

x2 ≤ 0. Фазовая динамика таких «нейроноподобных» систем может приближенно
описываться уравнениями фазовых осцилляторов (6), но свойства шумов в них ана-
литически получить не удается, а связь может быть существенно нелинейной и за-
даваться даже дельта-функцией [45], поскольку импульсный характер обнаруживают
временные реализации (рис. 11, а).

32



Рис. 9. Системы Ресслера (16), первый набор параметров: а – фрагмент временной реализации первого
осциллятора при отсутствии связи; б – АКФ остаточных ошибок ε1 – оценка (жирная линия) и требу-
емая теоретически (тонкая линия); в – доля временных рядов с ρ̂ < 0.45 в ансамбле из 100 рядов; г –
частоты ошибочных выводов о наличии воздействия 1 → 2 (жирная линия – для |Ωk| = 1, тонкая – для
|Ωk| = 2, штриховая – для |Ωk| = 3, пунктир – допустимый уровень ошибки); д – частоты правильных
выводов о наличии воздействия 2 → 1; е – среднее по ансамблю значение оценки силы воздействия
2 → 1 для |Ωk| = 1 (жирная линия), |Ωk| = 2 (тонкая линия), и |Ωk| = 3 (штриховая линия сливается
с тонкой)

Рис. 10. Системы Ресслера (16), второй набор параметров, те же обозначения, что на рис. 9: а –
фрагмент временной реализации; б – АКФ остаточных ошибок ε1; в – доля рядов с ρ̂ < 0.45 в ансамбле
из 100 рядов; г – частоты ошибочных выводов о наличии воздействия 1 → 2; д – частоты правильных
положительных выводов о наличии воздействия 2 → 1; е – среднее по ансамблю значение оценки силы
воздействия 2 → 1 (для всех |Ωk| одинаково)
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Рис. 11. Системы Мориса–Лекара (17), те же обозначения, что на рис. 9, 10: а – фрагмент временной
реализации, пунктиром показан уровень x1 = 0 для введения фазы; б – АКФ остаточных ошибок ε1;
в – доля временных рядов с ρ̂ < 0.45 в ансамбле из 100 рядов; г – частоты ошибочных выводов о
наличии воздействия 1 → 2; д – частоты правильных выводов о наличии воздействия 2 → 1; е –
среднее по ансамблю значение оценки силы воздействия 2 → 1 (для |Ωk| = 2 и |Ωk| = 3 совпадают)

При анализе рассматривались сигналы x1,2. Фазы рассчитывались с помощью
линейной интерполяции: фаза сигнала линейно нарастает на 2π между двумя после-
довательными пересечениями реализацией xk(t) оси абсцисс (см. рис. 11, а, пунк-
тирная линия) снизу вверх. Фазы хорошо определены [46]. Оказывается, что АКФ
остаточных ошибок εk имеет требуемую форму (рис. 11, б), так что это теоретиче-
ское условие применимости методики выполняется.

Результаты оценивания связи (рис. 11, в–е) аналогичны представленным выше
примерам. Несмотря на сложный вид функции связи в исходных уравнениях (19) и ее
неизвестную форму в модели (6) или (7), наличие и интенсивность связи адекватно
определяются.

Заключение

В работе предложены новые характеристики направленной связи между ос-
цилляторами и их оценки по временным рядам, основанные на идее моделирования
фазовой динамики. В отличие от ранее использовавшихся, предложенные характе-
ристики пригодны в случае произвольного порядка нелинейности связей. Анали-
тически выведено выражение для уровня статистической значимости, на котором
делается вывод о наличии воздействий. Это важно для приложений, так как обеспе-
чивает заданную надежность при работе с относительно короткими зашумленными
временными рядами.

Представлены количественные условия применимости методики на практике:
хорошо определенные фазы колебаний, невысокая степень синхронности сигналов,
ограничения на корреляционные свойства и интенсивность шумов в уравнениях фа-
зовой динамики. Работоспособность методики показана в численных экспериментах
на эталонных осцилляторах. Показано, что для описания более высокого порядка
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нелинейности требуется использовать более сложную модель фазовой динамики.
Однако использование сложной модели без необходимости только снижает чувстви-
тельность метода.

Строго говоря, развитый формализм применим асимптотически, но экспери-
менты показывают, что практические приложения возможны для рядов умеренной
длины. В работе рассматривались в основном ряды длиной 100 характерных пери-
одов, этого оказалось достаточно во всех случаях. Более того, для рассмотренных
простых моделей фазовой динамики (описывающих линейные, квадратичные или
кубические члены воздействия) длина ряда может быть уменьшена до 30–50 харак-
терных периодов, что иллюстрируют некоторые представленные примеры. Однако
для еще более сложных моделей, содержащих много членов более высоких поряд-
ков, минимальная требуемая длина ряда должна быть больше и растет с ростом
сложности модели. Детальное количественное исследование закона этого роста за-
няло бы слишком много времени. Кроме того, следует ожидать, что на практике ча-
ще нужно извлекать информацию из небольших объемов данных, для чего придется
ограничиваться использованием невысоких порядков нелинейности в моделях. Если
все же требуется использовать модель очень высокого порядка, то необходимо про-
вести предварительные численные тесты и установить требования на минимальную
длину ряда.

В заключение отметим, что эффективность методики показана для осцилля-
торов с различными свойствами (фазовые осцилляторы, осцилляторы ван дер Поля,
системы Ресслера, системы Мориса–Лекара), то есть различными функциями связи и
свойствами шумов в уравнениях фазовой динамики. Это свидетельствует о ее значи-
тельной степени общности и возможности широкого практического использования.

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (грант 08-02-00081), программ РАН и Министерства образования и на-
уки РФ.
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REVEALING NONLINEAR COUPLINGS
BETWEEN STOCHASTIC OSCILLATORS FROM TIME SERIES
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The problem of detection and quantitative characterization of nonlinear directional
couplings between stochastic oscillators is considered. Coupling characteristics and a
technique for their estimation from time series are suggested. An analytic expression for
a statistical significance level of the conclusion about coupling presence is derived that
allows a reliable inference from relatively short signals. Performance of the approach is
demonstrated in numerical experiments with diverse individual properties of oscillators
and different kinds of coupling functions.
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