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Нейроподобная динамика в системе фазовой автоподстройки

частоты с запаздывающей обратной связью
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На основе системы фазовой автоподстройки частоты, имеющей запаздывающую обратную связь, предложе-

на модель нейроподобной динамики. Модель способна демонстрировать хаотические колебательные режимы,

в которых имеются характерные для нейронной активности переключения между качественно различными

видами колебаний.
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Задача построения и исследования математических

моделей, описывающих динамику нейронов, давно при-

влекает к себе большое внимание [1]. Наиболее извест-

ными динамическими моделями нейронной активности

являются модели Ходжкина−Хаксли, ФитцХью−Нагу-

мо, Моррис−Лекара и Хиндмарша−Роуза, описываемые

обыкновенными дифференциальными уравнениями, и

модели Ижикевича, Рулькова и Курбажа−Некоркина,

описываемые точечными отображениями. Подробный

обзор этих моделей представлен в [2]. Достоинством

многих моделей с непрерывным временем являются

биологическая адекватность и наличие соответствия мо-

дельных и физиологических параметров. Однако такие

модели сложнее исследовать, чем модели с дискрет-

ным временем, особенно при моделировании больших

ансамблей связанных нейронов. Кроме того, модели с

непрерывным временем, как правило, способны вос-

произвести генерацию нейронами либо только спайков

(отдельных импульсов), либо только берстов (групп
из двух или более спайков, идущих подряд друг за

другом и перемежаемых периодами отсутствия актив-

ности).

Лишенная этого недостатка модель генерации спайков

и берстов в непрерывном времени была предложена в [3]
на основе системы фазовой автоподстройки частоты [4].
При изменении параметров такая модель может гене-

рировать как одиночные спайки, так и берсты, в том

числе с разным количеством спайков в соседних берстах.

Однако модель [3] не способна генерировать слож-

ные режимы, в которых имеются переключения между

различными видами нейронной активности. Вместе с

тем хаотические спайк-берстовые колебания являются

типичными для реальных нейронов, а режимы, в кото-

рых относительно регулярные колебания мембранного

потенциала нейронов перемежаются с нерегулярными,

характерны при эпилепсии [5].
В настоящей работе предложена модификация модели

нейронной активности [3,6], заключающаяся в введении

зависимости одной из динамических переменных модели

от времени запаздывания. Динамика модифицированной

модели описывается следующей системой дифферен-

циальных уравнений с запаздывающим аргументом:

dϕ
dt

= y,

dy
dt

= z,

ε1ε2
dz
dt

= γ − (ε1 + ε2)z − (1 + ε1 cosϕ)y(t − τ ). (1)

В терминах системы фазовой автоподстройки частоты

переменные ϕ и y описывают соответственно разность

фаз и разность частот подстраиваемого и опорного

генератора, переменная z характеризует скорость изме-

нения y, параметр γ — начальная частотная расстройка

генераторов, ε1 и ε2 — параметры инерционности филь-

тра в цепи управления, τ — время запаздывания. Приме-

нительно к динамике нейрона переменную y можно ин-

терпретировать как мембранный потенциал, γ оказывает

воздействие, сходное с воздействием внешнего тока в

модели Ходжкина−Хаксли, параметры ε1 и ε2 отражают

конечную скорость ионного переноса через мембрану и

позволяют задавать необходимый динамический режим,

а τ соответствует времени рефрактерности нейрона

после генерации потенциала действия.

Системы с запаздыванием широко применяются для

моделирования многих биологических объектов и про-

цессов [7–9]. Наличие запаздывания в модельных урав-

нениях, в том числе в связях между подсистемами [10],
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Рис. 1. a — бифуркационная диаграмма зависимости пере-

менной y от времени запаздывания τ системы (1) при z = 0,

γ = 0.075, ε1 = 4.5 и ε2 = 10. b — зависимость старшего

показателя Ляпунова системы (1) от времени запаздывания.

позволяет учесть конечную скорость распространения

сигналов и развития физиологических процессов. Введе-

ние запаздывающей обратной связи в модель способно

существенно обогатить ее динамику и увеличить мно-

гообразие генерируемых колебательных режимов. Так,

система с запаздыванием (1) может демонстрировать

большое разнообразие видов нейронной активности,

включая спайки, берсты, а также переключения между

качественно различными режимами колебаний, которые

не наблюдаются в модели при τ = 0.

На рис. 1, a построена бифуркационная диаграмма

зависимости переменной y от времени запаздывания τ .

График построен сечением фазового пространства си-

стемы (1) плоскостью z = 0 при γ = 0.075, ε1 = 4.5 и

ε2 = 10. Видно, что с изменением параметра τ модель

демонстрирует как регулярные колебания разного пе-

риода, так и нерегулярные колебания. При этом при

τ < 5 переход к хаосу с ростом τ происходит через

перемежаемость, а при τ > 6 переход к хаосу с ростом τ

происходит через каскад бифуркаций удвоений периода.

На рис. 1, b приведена зависимость старшего показателя

Ляпунова 3 системы (1) от времени запаздывания при

тех же параметрах, что на рис. 1, a. Для расчета 3 мы

использовали метод, предложенный в [11] для систем

первого порядка с запаздыванием, модифицировав его

для системы третьего порядка с запаздыванием. Области

положительных значений старшего показателя Ляпунова

на рис. 1, b хорошо согласуются с областями нерегуляр-

ных колебаний на рис. 1, a, что указывает на хаотический

характер нерегулярной динамики.

Исследования системы (1) показывают, что при зна-

чениях параметров γ , ε1 и ε2, соответствующих при

τ = 0 периодическим колебаниям, она генерирует хаоти-

ческие колебания при больших значениях τ . При этом

при τ > 10.3 система ведет себя как классическая

система с запаздыванием. Ее динамика определяется

преимущественно величиной τ , и система не наследует

интересующие нас свойства модели [3], не имеющей

запаздывания. В то же время при τ ∈[3.1,4.8] система (1)
демонстрирует большой набор колебательных режимов,

присущих реальным нейронам.

На рис. 2 приведен временной ряд хаотических ко-

лебаний переменной y, в котором наблюдаются пе-

реключения между относительно регулярными нели-

нейными колебаниями большой амплитуды (пачки из

11−12 биполярных импульсов) и квазигармоническими

колебаниями малой амплитуды. Количество колебаний

внутри чередующихся участков ряда с большой и малой

амплитудой y, а также амплитуды и начальные фазы

колебаний на этих участках не являются постоянными.

На рис. 3 изображен временной ряд режима с бо-

лее сложной перемежаемостью, при которой наблю-

даются переключения между тремя различными видами

колебаний: 1) почти регулярными колебаниями выше

порога возбуждения системы в области y > 0 с нис-

ходящим трендом среднего; 2) подпороговыми коле-

баниями с переменной амплитудой; 3) хаотическими

спайк-берстовыми колебаниями с небольшим числом

импульсов.

Достоинством модельной системы (1) является воз-

можность ее реконструкции по скалярному временно́му

ряду только переменной y, соответствующей мембран-

ному потенциалу нейрона, измеряемому в эксперименте.

При этом переменная z может быть получена чис-

ленным дифференцированием y, а переменная ϕ —

численным интегрированием y, что частично нивелирует

ошибки, связанные с наличием шумов измерений. Для

восстановления времени запаздывания по временны́м

рядам можно использовать хорошо зарекомендовавшие
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Рис. 2. Временной ряд слабохаотических колебаний пере-

менной y системы (1) при τ = 3.125, γ = 0.075, ε1 = 4.5 и

ε2 = 10.
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Рис. 3. Временной ряд колебаний переменной y системы (1)
в режиме развитого хаоса при τ = 4.781, γ = 0.075, ε1 = 4.5

и ε2 = 10.
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себя методы [12–15]. Кроме того, система (1) может

быть реализована в радиофизическом эксперименте с

помощью введения запаздывающей обратной связи в си-

стему фазовой автоподстройки частоты, предложенную

в [16].

Итак, нами предложена модель нейронной активнос-

ти на основе системы фазовой автоподстройки часто-

ты, имеющей запаздывание в собственной динамике.

Предложенная модель может демонстрировать сложные

колебательные режимы, присущие реальным нейронам.

В частности, она способна генерировать режимы пе-

ремежаемости, для которых характерно наличие сразу

нескольких качественно различных типов колебаний

при фиксированных значениях параметров и начальных

условий системы.
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