
Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер. Физика. 2019. Т. 19, вып. 4

258 Научный отделНаучный отдел © Пономаренко В. И., Кульминский Д. Д., Боровкова Е. И., Прохоров М. Д., 2019

УДК 537.86

Управление коллективной динамикой 
в сети бистабильных систем с запаздыванием, 
связанных через общее поле

В. И. Пономаренко, Д. Д. Кульминский, 

Е. И. Боровкова, М. Д. Прохоров 

Пономаренко Владимир Иванович, доктор физико-математиче-
ских наук, ведущий научный сотрудник лаборатории моделиро-
вания в нелинейной динамике, Саратовский филиал Института 
радиотехники и электроники имени В. А. Котельникова РАН; про-
фессор кафедры динамического моделирования и биомедицин-
ской инженерии, Саратовский национальный исследователь-
ский государственный университет имени Н. Г. Чернышевского, 
ponomarenkovi@gmail.com

Кульминский Данил Дмитриевич, кандидат физико-математиче-
ских наук, научный сотрудник лаборатории моделирования в не-
линейной динамике, Саратовский филиал Института радиотехни-
ки и электроники имени В. А. Котельникова РАН; доцент кафедры 
динамического моделирования и биомедицинской инженерии, 
Саратовский национальный исследовательский государственный 
университет имени Н. Г. Чернышевского, kulminskydd@gmail.com

Боровкова Екатерина Игоревна, кандидат физико-математиче-
ских наук, научный сотрудник отдела продвижения новых карди-
ологических информационных технологий, Саратовский государ-
ственный медицинский университет имени В. И. Разумовского; 
ассистент кафедры динамического моделирования и биомеди-
цинской инженерии, Саратовский национальный исследователь-
ский государственный университет имени Н. Г. Чернышевского, 
rubanei@mail.ru

Прохоров Михаил Дмитриевич, доктор физико-математических 
наук, профессор РАН, главный научный сотрудник лаборатории 
моделирования в нелинейной динамике, Саратовский филиал 
Института радиотехники и электроники имени В. А. Котельникова 
РАН, mdprokhorov@yandex.ru

Объект исследования – сеть идентичных бистабильных 
систем с запаздывающей обратной связью, связанных между 
собой через общее поле и находящихся под воздействием 
внешнего гармонического сигнала. Общее поле, осуществляю-
щее глобальную связь систем с задержкой, имеет собственное 
время запаздывания, что позволяет учесть конечную скорость 
распространения и обработки сигналов в среде, через которую
связаны осцилляторы. Цель исследования – изучить возмож-
ность управления с помощью внешнего гармонического воздей-
ствия коллективной динамикой в исследуемой сети связанных 
бистабильных осцилляторов с запаздыванием. Методы и под-

ходы – нелинейная функция осцилляторов и ее параметры вы-
браны таким образом, чтобы обеспечить существование биста-
бильных колебательных режимов, в которых основные частоты 
колебаний осциллятора отличаются в три раза, причем один из 
бистабильных режимов является периодическим, а другой – хао-
тическим. Начальные условия в связанных осцилляторах заданы 
так, чтобы в исследуемой сети сформировались два кластера, 
каждый из которых в зависимости от величины фазового сдвига 
сигнала общего поля мог демонстрировать как синхронное, так 

и несинхронное поведение входящих в него элементов. Управ-
ление колебательными режимами в сети осуществляется с по-
мощью вариации параметров общего поля и внешнего гармони-
ческого воздействия. Основные результаты – показано, что 
с помощью гармонического сигнала относительно малой ампли-
туды можно эффективно управлять колебательными режимами, 
в том числе формировать или разрушать состояния «химера», в 
сети идентичных бистабильных систем с запаздывающей обрат-
ной связью, глобально связанных через общее поле.
Ключевые слова: сеть связанных осцилляторов, системы с за-
паздыванием, бистабильность, управление коллективной дина-
микой, состояния «химера».
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Введение

Сети, состоящие из связанных нелинейных 
колебательных систем, характеризуются боль-
шим разнообразием коллективного поведения 
своих элементов [1–5]. Особенности собственной 
динамики составляющих сеть осцилляторов, а 
также структура и интенсивность связей между 
осцилляторами определяют происходящие в сети 
процессы, приводящие к синхронизации элемен-
тов, их кластеризации и образованию различных 
пространственно-временных структур. Интерес-
ным типом коллективной динамики связанных 
осцилляторов является относительно недавно 
обнаруженное в сетях состояние «химера», при 
котором в сети идентичных осцилляторов одно-
временно существуют кластеры с синхронным 
и несинхронным поведением элементов [6–16]. 

Управление сложной коллективной динами-
кой в сетях, в том числе управление состояниями 
«химера», является важной задачей, представ-
ляющей большой интерес для многих научных 
дисциплин. Для решения задачи управления 
коллективной динамикой в сетях связанных 
осцилляторов были предложены различные ме-
тоды [1727]. Как правило, методы управления 
сетевой динамикой основаны на использовании 
особым образом введенных связей (как постоян-
ных, так и адаптивно меняющихся) между осцил-
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ляторами сети или на использовании внешнего 
воздействия. При этом в большинстве случаев 
управление коллективной динамикой направлено 
на достижение синхронизации всех элементов 
сети, а задачи управления кластерной синхро-
низацией и состояниями «химера» исследованы 
в меньшей степени.

В данной работе впервые исследована задача 
управления с помощью внешнего гармоническо-
го воздействия коллективной динамикой в сети 

идентичных бистабильных систем с запаздыва-
ющей обратной связью, глобально связанных 
между собой через общее поле.

1. Исследуемая система

Рассмотрим сеть, состоящую из идентичных 
кольцевых систем с запаздыванием, связанных 
через общее поле и находящихся под действием 
внешнего гармонического воздействия. Блок-
схема исследуемой сети представлена на рис. 1.

Рис. 1. Блок-схема сети, состоящей из кольцевых систем с запаздывающей обратной связью, глобально связанных 
через общее поле, на которые действует внешнее воздействие. Показаны только первая и N-я системы с задержкой. 

 – сумматор
Fig. 1. Block diagram of a network composed of ring time-delayed feedback systems globally coupled via the mean fi eld and 

driven by external force. The fi rst and Nth time-delay systems are depicted. The summator is denoted by 

Динамика каждого из осцилляторов сети 
описывается следующим дифференциальным 
уравнением первого порядка с запаздывающим 
аргументом:

( ) ( )i i ix t = x t f x t kG t y t ,  (1)

где i = 1,…,N , N – число элементов в сети; 
ε = RC – параметр низкочастотного RC-фильтра 
первого порядка, определяющий инерционные 
свойства системы; xi(t) – состояние i-го осцил-
лятора в момент времени t; τ – время запаздыва-
ния; f(x) – нелинейная функция, описывающая 
передаточную характеристику усилителя, игра-
ющего роль нелинейного элемента; G(t) – общее 
поле; k – коэффициент связи; y(t) – внешнее 
воздействие.

Все осцилляторы с запаздыванием связаны 
между собой через общее поле G(t), которое дей-
ствует на каждый элемент сети и осуществляет 
глобальную связь между элементами. Общее 

поле формируется путем сложения сигналов xi(t) 
всех осцилляторов, нормировки суммарного сиг-
нала на N и его задержки на собственное время 
запаздывания общего поля τm. В результате общее 
поле G(t) описывается уравнением следующего 
вида:

1

1( ) ( )
N

i m
i

G t x t
N




  .                 (2)

Введение собственной задержки общего 
поля позволяет учесть конечную скоростью 
распространения и обработки сигналов в среде, 
через которую связаны осцилляторы. Силу связи 
осцилляторов через общее поле определяет ве-
личина коэффициента k. На каждый осциллятор 
сети действует также внешнее гармоническое 
воздействие

( ) sin( )y t A t ,                   (3)
где A и ω – амплитуда и частота внешнего воз-
действия соответственно. Отметим, что сигна-
лы G(t) и y(t) можно подать в различные точки 
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кольцевой системы с запаздыванием, и при из-
менении точки их подключения изменится и 
вид модельного уравнения (1), описывающего 
динамику осцилляторов.

В качестве собственной нелинейной функ-
ции осцилляторов (1) возьмем кубическую 
функцию

3( ) ( ) ( )f x a x c b x c    ,             (4)

позволяющую получить бистабильность в ис-
следуемых осцилляторах. При a = 2.3, b = 1.0, 
c = 0.11 осциллятор может совершать в зависи-
мости от начальных условий либо периодические 
колебания, частота которых близка к величи-
не  1 1 2  , либо хаотические колебания, 
основная частота которых близка к величине 

 2 3 2  . Качественно похожие периодические 
и хаотические колебательные режимы наблюда-
ются в осцилляторах (1) с синусоидальной не-
линейностью. Как было показано в [28], в таких 
осцилляторах возникают колебательные режимы 
с частотами вблизи  2n  , соответствующие 
фундаментальному решению дифференциаль-
ных уравнений с запаздыванием (случай n = 1) 
и решениям на высших гармониках (случай, где 
n – целое нечетное число, большее 1).

Вид колебательного режима в исследуемой 
сети определяется выбором начальных условий в 
связанных осцилляторах. Если задать начальные 
условия так, чтобы часть осцилляторов соверша-
ла колебания на частоте вблизи ν1, а другая часть 
осцилляторов совершала колебания на частоте 
вблизи ν2, то элементы сети окажутся разделены 
на два кластера, которые отличаются частотой 
колебаний осцилляторов. В отсутствие внешнего 
воздействия ( ( ) 0y t  ) коллективная динамика 
осцилляторов внутри каждого кластера зависит 
от величины фазового сдвига ∆φ сигнала общего 
поля G(t) относительно xi(t). Если 2   , то 
связь через общее поле является притягивающей 
и приводит к синхронизации осцилляторов. Если 

2 3 2     , то связь является отталкиваю-
щей, и осцилляторы демонстрируют несинхрон-
ные колебания [29].

Так как общее поле формируется путем 
сложения сигналов xi(t) всех осцилляторов сети, 
сигнал (2) содержит две основные частотные 
составляющие, частоты которых близки к ν1 и 
ν2 [30, 31]. Из-за наличия собственной задерж-
ки общего поля эти частотные составляющие 

претерпевают фазовые сдвиги ∆φ1 и ∆φ2 соот-
ветственно, которые линейно зависят от τm и 
зависят от параметра фильтра ε:

1 1 12 arctg(2 )m        ,          (5)

2 2 22 arctg(2 )m        .          (6)

На рис. 2 построены зависимости  1 m   
и  2 m   при 100   ( 1 1 200   и 2 3 200  )
и 8  . Области различных колебательных ре-
жимов обозначены на рис. 2 как SS, CS1, CS2 и 
AS. В области SS синхронные колебания совер-
шают как осцилляторы в первом кластере, так 
и осцилляторы во втором кластере. В области 
AS колебания осцилляторов несинхронны и в 
первом, и во втором кластерах. В областях CS1 
и CS2 существуют два разных состояния «хи-
мера». В области CS1 синхронны осцилляторы 
первого кластера, совершающие периодические 
колебания на частоте вблизи ν1, и несинхронны 
осцилляторы второго кластера, совершающие ха-
отические колебания, основная частота которых 
близка к ν2. В области CS2 имеет место обратная 
ситуация, при которой периодические осцилля-
торы первого кластера колеблются несинхронно 
с частотой вблизи ν1, а осцилляторы второго 
кластера совершают синхронные хаотические 
колебания, основная частота которых близка к ν2. 

Рис. 2. Зависимости  1 m   и  2 m   при 1 1 200  ,

2 3 200   и ε = 8
Fig. 2. Dependencies  1 m   and  2 m   for 1 1 200  ,

2 3 200   and ε = 8
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2. Управление коллективной динамикой

связанных осцилляторов 

с помощью гармонического воздействия

Исследуем возможность управления коле-
бательными режимами в сети идентичных би-
стабильных систем с запаздывающей обратной 
связью с помощью внешнего гармонического 
воздействия. Рассмотрим сеть, состоящую из 
восьми идентичных бистабильных осцилляторов 
с запаздыванием (1) при τ = 100 и ε = 8, имеющих 
кубическую функцию f(x) вида (4) с указанными 
в разделе 1 значениями параметров и связанных 
через общее поле G(t) вида (2) при k = 0.003. На-
чальные условия зададим таким образом, чтобы 
четыре осциллятора совершали периодические 
колебания с частотой вблизи ν1, а четыре осталь-
ных осциллятора демонстрировали хаотические 
колебания с основной частотой вблизи v2 = 3v1.

Рассмотрим сначала случай τm = 90 и 
y(t) = 0, соответствующий области AS на рис. 2. 
При этом в сети устанавливается колебательный 
режим, при котором осцилляторы совершают 
несинхронные колебания как в первом, так и во 
втором кластерах. Временные реализации коле-
баний во всех восьми связанных осцилляторах 
показаны на рис. 3, a слева градациями серого 
цвета. Реализации периодических колебаний 
осцилляторов первого кластера показаны в 
верхней части рисунка, а хаотические колебания 
осцилляторов второго кластера показаны в ниж-
ней части рисунка. В середине рисунка черным 
цветом показана временная реализация сигнала 
kG(t), отвечающего за связь осцилляторов с об-
щим полем. 

На рис. 3, a справа показаны сечения Пуанка-
ре для каждого из периодических осцилляторов, 
обозначенных номерами 1−4, и хаотических 
осцилляторов, обозначенных номерами 5–8. 
Для построения этих сечений мы откладывали 
на графиках значения x1, x2 и x4 в моменты вре-
мени, когда x3 = const, 3 0x   и значения x5, x7 и 
x8 в моменты времени, когда x6 = const, 6 0x  .
Осцилляторы первого кластера совершают 
близкие к периодическим колебания с перио-
дом около T1 = 215, которые имеют одинаковую 
амплитуду, но сдвинуты относительно друг 
друга по фазе. Небольшие флуктуации периода 
колебаний объясняются влиянием общего поля, 
в формировании которого участвуют, в том числе 
хаотические осцилляторы.

Если подействовать на все осцилляторы 
сети внешним гармоническим сигналом (3) с 
A = 0.004 и 2 215T    , то он синхронизует 
периодические колебания элементов первого 
кластера, а динамика хаотических осцилляторов 
при этом качественно не изменится (рис. 3, б). 
Временная реализация гармонического сигнала 
y(t) показана в середине рис. 3, б, слева серым 
цветом рядом с сигналом kG(t). Так как все ос-
цилляторы идентичны, временные реализации 
периодических колебаний четырех осцилляторов 
первого кластера полностью совпадают в резуль-
тате синхронизации и неразличимы между собой 
на рис. 3, б. Их сечения Пуанкаре тоже одинаковы 
и имеют единственную точку 1 2 3 4x x x x   . 
Аналогичный результат достигается при неболь-
шой вариации периода внешнего гармонического 
воздействия вблизи величины T = 215. Таким об-
разом, гармонический сигнал даже относительно 
небольшой амплитуды способен синхронизовать 
периодические осцилляторы первого кластера, 
если частота воздействия близка к собственной 
частоте колебаний осцилляторов. В результате 
такого внешнего воздействия в сети возникает 
состояние «химера», качественно похожее на 
состояние «химера», наблюдаемое в области 
CS1 на рис. 2.

Если на осцилляторы, временные реализа-
ции которых показаны на рис. 3, a, подейство-
вать внешним гармоническим сигналом (3) с 
A = 0.015 и T = 71, то это приведет к синхрони-
зации осцилляторов второго кластера, соверша-
ющих хаотические колебания, а осцилляторы 
первого кластера по-прежнему останутся не-
синхронными (рис. 3, в). В результате в сети воз-
никает состояние «химера», качественно похожее 
на состояние «химера», наблюдаемое в области 
CS2 на рис. 2. Следует отметить, что в отличие 
от периодических осцилляторов, демонстрирую-
щих полную синхронизацию на рис. 3, б, хаоти-
ческие осцилляторы на рис. 3, в демонстрируют 
фазовую синхронизацию, при которой они могут 
иметь разную амплитуду колебаний. Сечения 
Пуанкаре представляют при этом множества 
точек, значения xi которых близки для разных 
осцилляторов. Для синхронизации хаотических 
осцилляторов нам потребовалось в несколько раз 
увеличить амплитуду гармонического воздей-
ствия по сравнению со случаем синхронизации 
периодических осцилляторов. 
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Рис. 3. Временные реализации колебаний связанных осцилляторов (1), сигнала kG(t) (черный цвет) при 
τm = 90 и y(t) (серый цвет), а также сечения Пуанкаре при A = 0 (а), A = 0.004 и T = 215 (б), A = 0.015 и T = 71 (в)
Fig. 3. Time series of oscillations of the coupled oscillators (1), signal kG(t) (black color) at τm = 90, and signal 

y(t) (grey color) and Poincare sections at A = 0 (a), A = 0.004 and T = 215 (b), A = 0.015 and T = 71 (c)

а/a

б/b

в/c
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Рассмотрим теперь случай τm = 60, кото-
рый в отсутствие внешнего воздействия соот-
ветствует области CS2 на рис. 2. Временные 
реализации колебаний и сечения Пуанкаре для 
всех осцилляторов при y(t) = 0 показаны на 
рис. 4, a. Осцилляторы второго кластера, со-
вершающие хаотические колебания, находятся 
в режиме фазовой синхронизации, а периодиче-
ские осцилляторы первого кластера колеблются 

несинхронно, т.е. в сети наблюдается состояние 
«химера». Воздействие на осцилляторы внешним 
гармоническим сигналом с A = 0.004 и T = 215 
привело к синхронизации периодических коле-
баний осцилляторов первого кластера (рис. 4, б). 
Коллективная динамика осцилляторов второго 
кластера при этом практически не изменилась, 
т.е. в сети установился синхронный колебатель-
ный режим, как в области SS на рис. 2. 

Рис. 4. Временные реализации колебаний связанных осцилляторов (1), сигнала kG(t) (черный цвет) при 
τm = 60 и y(t) (серый цвет), а также сечения Пуанкаре при A = 0 (а), A = 0.004 и T = 215 (б)

Fig. 4. Time series of oscillations of the coupled oscillators (1), signal kG(t) (black color) at τm = 60, and signal 
y(t) (grey color) and Poincare sections at A = 0 (a), A = 0.004 and T = 215 (b)

а/a

б/b
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На рис. 5 приведены временные реализации 
колебаний осцилляторов при времени запазды-
вании общего поля τm = 30, соответствующем 
при y(t) = 0 области CS1 на рис. 2. Рис. 5, a ил-
люстрирует состояние «химера», при котором 
периодические осцилляторы первого кластера 
полностью синхронны, а осцилляторы второго 
кластера совершают несинхронные хаотические 
колебания. Если подействовать на все осциллято-
ры внешним гармоническим сигналом с A = 0.015 
и T = 71, то это приведет к фазовой синхронизации 

осцилляторов второго кластера, совершающих 
хаотические колебания, при сохранении синхро-
низации периодических колебаний осцилляторов 
первого кластера (рис. 5, б). В результате в сети 
установится синхронный колебательный режим, 
как в области SS на рис. 2.

В рассмотренных примерах внешнее гар-
моническое воздействие, имеющее частоту, 
близкую к характерной частоте колебаний несин-
хронных осцилляторов (как периодических, так 
и хаотических), приводило к их синхронизации. 

Рис. 5. Временные реализации колебаний связанных осцилляторов (1), сигнала kG(t) (черный цвет) при 
τm = 30 и y(t) (серый цвет), а также сечения Пуанкаре при A = 0 (а), A = 0.015 и T = 71 (б)

Fig. 5. Time series of oscillations of the coupled oscillators (1), signal kG(t) (black color) at τm = 30, and signal y(t) 
(grey color) and Poincare sections at A = 0 (a), A = 0.015 and T = 71 (b)

б/b

а/a
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Рис. 6. Временные реализации колебаний связанных осцилляторов (1), сигнала kG(t) (черный цвет) при 
τm = 5 и y(t) (серый цвет), а также сечения Пуанкаре при A = 0 (а), A = 0.004 и T = 215 (б)

Fig. 6. Time series of oscillations of the coupled oscillators (1), signal kG(t) (black color) at τm = 5, and signal y(t) 
(grey color) and Poincare sections at A = 0 (a), A = 0.004 and T = 215 (b)

Однако с помощью гармонического воздействия 
можно добиться и противоположного результата, 
а именно разрушить синхронные колебания ос-
цилляторов. Например, при τm = 5, соответству-
ющем при y(t) = 0 области SS на рис. 2, в сети 
наблюдается колебательный режим, при котором 
осцилляторы первого кластера полностью син-
хронны, а осцилляторы второго кластера демон-
стрируют фазовую синхронизацию (рис. 6, a).

Воздействие на осцилляторы внешним 
гармоническим сигналом с A = 0.004 и Т = 215 

приводит к разрушению фазовой синхронизации 
хаотических колебаний осцилляторов второго 
кластера и установлению в сети состояния «хи-
мера» (рис. 6, б). Таким образом, с помощью 
гармонического сигнала относительно малой 
амплитуды можно эффективно управлять коле-
бательными режимами в сети идентичных би-
стабильных систем с запаздыванием, связанных 
через общее поле. 

Качественно похожие результаты получают-
ся и для сетей, число осцилляторов в которых 

а/a

б/b
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отлично от рассмотренного нами случая N = 8. 
Значительное увеличение числа осцилляторов 
приводит к заметному увеличению длительности 
расчетов и усложняет визуализацию времен-
ных реализаций колебаний одновременно всех 
осцилляторов. Минимальное возможное коли-
чество осцилляторов в сети для иллюстрации 
обнаруженных эффектов равно 4. Однако для 
такого случая с трудом можно говорить о понятии 
среднего поля. Поэтому нами был выбран некий 
промежуточный вариант N = 8.

Заключение

Нами проведено исследование возможности 
управления с помощью внешнего гармоническо-
го воздействия коллективной динамикой в сети 
идентичных бистабильных систем с запаздыва-
нием, глобально связанных через общее поле, 
которое формируется путем сложения сигналов 
всех осцилляторов, нормировки суммарного 
сигнала и его задержки на собственное время 
запаздывания общего поля. В отсутствие внеш-
него воздействия вид колебательного режима в 
сети определяется выбором начальных условий 
в связанных осцилляторах и величиной времени 
запаздывания общего поля. 

Показано, что гармонический сигнал даже 
относительно небольшой амплитуды способен 
синхронизовать те осцилляторы сети, соб-
ственная частота колебаний которых близка к 
частоте гармонического воздействия. При этом 
для синхронизации периодических осциллято-
ров требуется значительно меньшая амплитуда 
гармонического сигнала, чем для синхрониза-
ции хаотических осцилляторов. Вместе с тем 
внешний гармонический сигнал может привести 
к разрушению фазовой синхронизации хаотиче-
ских колебаний осцилляторов, если его частота 
существенно отличается от основной частоты 
хаотических колебаний.

Таким образом, воздействие на бистабиль-
ные системы с запаздыванием, связанные через 
общее поле, внешним гармоническим сигналом 
позволяет управлять колебательными режимами 
в сети, в том числе формировать или разрушать 
состояния «химера».
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mean field and driven by an external harmonic signal. The mean 
field that provides the global coupling of time-delay systems has 
its own delay time, which allows one to take into account the final 
speed of signal propagation and processing in the medium through 
which the oscillators are connected. The objective of the paper 
is to study the possibility of controlling the collective dynamics in 
the network of coupled bistable time-delay oscillators using an 
external harmonic force. Materials and Methods: The nonlinear 
function of oscillators and its parameters are chosen in such a way 
as to ensure the existence of bistable oscillatory regimes in which 
the basic frequencies of oscillations of the system differ by three 
times, with one of the bistable regimes being periodic and the 
other regime being chaotic. The initial conditions in the coupled 
oscillators are assigned in such a way that two clusters take place 
in the studied network, each of which, depending on the value of 
the phase shift of the mean field signal, can demonstrate both 
the synchronous and non-synchronous behavior of the elements 
included in it. The control of the oscillation regimes in the network 
is carried out using the variation of the parameters of the mean 
field and external harmonic signal. Results: It is shown that using 
a harmonic signal of relatively small amplitude, it is possible to 
effectively control the oscillation regimes, in particular, to cre-
ate or destroy chimera states in a network of identical bistable 
systems with a time-delayed feedback that are globally coupled 
via the mean field. 
Keywords: network of coupled oscillators, time-delay systems, 
bistability, control of collective dynamics, chimera states. 
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